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Parathénia

Punimi i kushtohet natyrés s¢€ zgjidhjeve t€ ekuacionit diferencial té rendit t€ dyté,
konkretisht jep njé pasqyré mbi kriteret sipas té cilave zgjidhjet e kétyre barazimeve
jané oshiluese . N&é dekadat e fundit teoria e oshilacionit te ekuacionet e zakonshme
diferenciale , lineare , jolineare , t&€ pjesshme etj. si dhe t€ formave diskrete té tyre éshté
hulumtuar nga njé numér i madh autorésh. Kjo mund t€ argumentohet me qindra punime
shkencore té késaj fushe té botuara né€ revistat kryesore ndérkombétare t€ matematikés.
Poashtu jané€ shumé tekste té cilat gellim kryesor kané zgjidhjet oshiluese t€ ekuacioneve
diferenciale. K&tu paraqitet kontributi im né pércaktimin e kritereve té cilat kushtézojné
zgjidhjet oshiluese té ekuacioneve diferenciale jolineare té rendit t&€ dyté dhe disa
formave té caktuara té tyre té€ cilat ilustrohen me ndértimin e shembujve . Poashtu do té
theksoj ge jane pérdorur edhe rezultate t€ arritura viteve t€ fundit né teoring€ e
oshilacionit kushtuar ekuacioneve diferenciale té rendit t€ dyté.

Né fillim n€ Hyrje paraqiten, ekuacioni diferencial i rendit t€ dyté né formé té
pérgjithshme , shénimet pér klasat e funksioneve qé pérdoren né shtjellimin e temés si
dhe pérkufizimet pér zgjidhjet oshiluese dhe jooshiluese té ekuacionit diferencial té rendit

té dyté. Pérmenden edhe metodat té cilat pérdoren né ndértimin e kritereve oshiluese.




Né Pohime ndihmése, paraqiten disa teorema si¢ €shté jobarazimi i Hollderit ,
Minkovskit si dhe disa relacione té cilat pérdoren né vértetimin e teoremave té
oshilacionit qé€ paraqgiten né vazhdim.

Pastaj vazhdohet me disa pohime bazé q€ pércaktojné natyrén oshiluese te ekuacionet
diferenciale lineare.

N¢ vazhdim jepen disa rezultate bazé né teoriné e oshilacionit pér ekuacionin diferencial
linear t€ zakonshém té rendit t€ dyté , paragesim teoremén krahasuese té

Shturm — Pikones [8] , pastaj paragesim kushtet e nevojshme dhe té mjaftueshme pér
zgjidhjet jooshiluese si dhe kushtet e mjaftueshme té oshilacionit pér ekuacionin
diferencial té rendit t& dyté me koeficienté t€ ndryshueshém.

N¢ vitet e fundit studimi i ekuacioneve gjysmé lineare diferenciale ka gené si objekt
studimi nga ana e shumé autoréve né teoriné e oshilacionit. Eshté me réndési fakti se
barazimet gjysmé lineare ndeshen né shumé probleme t€ ndryshme né botén reale si¢ jané
teoria e lévizjeve oshiluese , teoria e fluideve, e gazit politrofik n€ mjediset poroze et;.
Pastaj , paraqiten kritere oshiluese té€ ekuacionet gjysmé - linear diferencial té rendit té
dyté duke pérdor metodén e t€ mesmes integrale .

Paragqitet teori oshilacioni pér ekuacionet diferenciale jolineare t€ rendit t& dyté té tipit
superlinear . N€ pérgjithési diskutohen rezultate ku paraqitet integrali i koeficientéve té
ndryshueshém dhe vértetohen disa kritere ku pérdoret pérafrimi mesatar i kétyre
integraleve. Paraqiten kushtet e nevojshme dhe t& mjaftueshme pér oshilimin e
ekuacionet superlinear€ .

Krahas kétyre kritereve studiohen edhe zgjidhjet oshiluese t&€ ekuacionit mé té
pérgjithésuar diferencial jolinear me kufiz€ shuarje si dhe tipi i ekuacioneve diferenciale

1 ashtuquajtur i turbulluar .




Gjithashtu paraqiten kushtet té cilat sigurojné se té gjitha zgjidhjet e njé klase t&
pérgjithshme ekuacionesh diferenciale jolineare jané t€ vazhdueshme , t€ kufizuara dhe
disa nga kushtet e domosdoshme q¢ zgjidhjet t& konvergjojné né zero.

Né fund shqyrtohet njé zbatim i zgjidhjeve oshiluese né teoriné e levizjeve .
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Simbolika

Ne shtjellimin e temes do te pérdorim shenimet :

N ={1,2,3,...} , bashkésia e numrave natyroré,

R = (—o0,0), bashkésia e numrave realé,

R, =[0,) bashkésia e numrave realé jonegativé,

R* =(0,) , bashkésia ¢ numrave realé pozitivé,

R~ =(-:,0), bashkésia e numrave realé negativ ,

x € A, x 1takon bashkésisé A4

x ¢ A, x nuk i takon bashkésisé A4

Ac B, A &shté nénbashkési e bashkésisé B

I =(a,b), intervali i hapur real

C(I xR™,R), hapsira e funksioneve t€ vazhdueshme nga / x R" né R
C*(IxR"™,R) , hapsira e funksioneve me derivat té rendit k —t& t& vazhdueshém.

Cla,b], hapsira e funksioneve reale t€ vazhdueshme f n€ segmentin [a,b].

L
I, {ﬂx(nvj” o e Clabl. 1< p<n.

&shté pérkufizuar normé né hapsirén Cla,b] .

C,la,b], hapsira e funksioneve C[a,b] me normén x > ||x(t)||p ,

b
'[ f(x)dx , integrali i Rimanit pér funksionin f'né kufijté prej a deri n€ b




sup 4, suprimumi i bashkésis¢ 4

inf A4, infimumi 1 bashkésisé 4

max f(x), maksimumi i funksioni f(x)
min f(x), minimumi i funksionit f(x)
{a,},varguinumrave a,, ne N

lim a,, limiti 1 vargut {a,}

n—x0

77(t) , shénojmé max{r(¢),0}
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1.Hyrje

Konsiderojmé ekuacionin diferencial t€ rendit t& dyté né formé implicite
F(t,x(¢),x'(1),x"(¢))=0 (1.1)

ku F e C([t,,©)xR>,RN).

Zgjidhje té ekuacionit (1.1) nénkuptohet funksioni x(?), t €[t ,0) c[t,,%), 1 cili ka

derivate deri te rendii dyté t€ vazhdueshém dhe e plotéson ekuacionit (1.1) n€ intervalin

[¢t.,0),kut 2>t, >0, pér dallim nga rastet kur intervali i zgjidhjes kushtézohet edhe né

pjesét tjera t€ boshtit real.
Pér zgjidhjen jo t&€ zakonshme x(z) t&é ekuacionit (1.1) konsiderohet se &shté

oshiluese nése ka njé varg t€ pafundém zerosh q¢€ tentojné né pambarim d. m. th. nése

0

ekziston vargu {r,}" 1pikave té intervalit ashtu q¢ limz, =oc dhe x(7,)=0 pér

n—0

n=1

ne N.Pérndryshe x(¢) quhet zgjidhje jooshiluese , d.m.th. x(z) &shté zgjidhje
jooshiluese nése ekziston ¢, > ¢, , ashtu q€ pér ¢ >¢,, kemi x(¢) #0, pra x(?) nuk ka zero
né intervalin [¢,,0) . Me fjalé tjera zgjidhja jooshiluese né kété interval €shté pozitive
ose negative né té€ré intervalin [¢,,0) . Pér ekuacionin (1.1) themi se €shté oshilues,
nése t& gjitha zgjidhjet e tij jané oshiluese.

Kétu do té paraqiten ekuacionet diferenciale té rendit t€ dyté té cilét n€ kushte t&
caktuara kané zgjidhje oshiluese. Me kété problematiké né dekadén e fundit jané marré
shumé autoré té cilét kané pércaktuar kritere qé garantojné zgjidhje oshiluese pér

ekuacionet e formave t€ ndryshme lineare gjysmé lineare dhe jolineare diferenciale té
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rendit t€ dyté , n€ kushte té caktuara. Pér pércaktimin e intervaleve oshiluese d.m.th. né
konstruktimin e kritereve oshiluese , pérgjithésisht pérdoren metoda krahasuese e
Shturmit , metoda e pérgjithésuar e Rikatit, involvimi i funksioneve pozitive t€ Philos,
metoda e t€ mesmes integrale etj. t& cilat detalisht do t€ ilustrohen né shtjellimin e temés.
Konkretisht né kété punim do té ilustrohen kritere mbi natyrén e oshilacionit pér zgjidhjet
e ekuacioneve diferenciale té rendit t€ dyté , duke u nisur nga rezultatet mé t&
rendésishme t& paraqitura nga autoré t€ ndryshém pér ekuacionin linearé (shih
punimet [40], [27], [28], [10], [9], et] ), pastaj n€ két€ drejtim paraqgiten teorema
oshilacioni edhe pér ekuacionet diferenciale gjysmé lineare té rendit t€ dyt€ (punimet
[5], 1301, [32], [37], [41], [49], etj.), ku kam vértetuar disa rezultate mé t&
pérgjithésuara pér forma t€ caktuara,té cilat pérfshijné disa nga rezultatet tanimé té
njohura si raste t€ veganta . Duke u mbéshtetur n€ njohurité e prezentuara né punimet

[7], [14], [15], [16],[26], [43], [47], etj. pér té ahtuquajturin ekuacion diferencial jolinear i
rendit t€ dyt€, me kufiz€ q€ shuhet, kam shqyrtuar zgjidhjet oshiluese t& njé€ forme té
caktuar dhe né kété drejtim kam vértetuar disa teorema duke pérdorur metodén e Rikatit
té cilat do t&€ paraqiten né vazhdim. Njé€ aspekt tjetér qé dallon né koeficientét e
ekuacionit, jan€ edhe ekuacionet diferenciale t€ turbulluara té rendit té dyté, ku kam
kontribuar né paraqitjen e disa kritereve q€ pércaktojné oshilacionin e zgjidhjeve té tyre

( punimet [4], [19], et]. ).

N¢ shtjellimin e temés rénd€si mé t&€ madhe i kushtohet zgjidhjeve oshiluese si dhe disa
kritere bazé q€ garantojné zgjidhje oshiluese té ekuacionit diferencial té rendit té dyté té
formave té caktuara si dhe kushteve kur zgjidhjet e ekuacionit diferencial jané té

kufizuara dhe t& pa kufizuara.
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2. Pohime ndihmése

Kétu do t€ paraqiten disa teorema , lema bazg si dhe rezultate me réndési nga
disa autoré né teoriné e oshilacionit pér ekuacionin diferencial t€ rendit t&€ dyté té cilat
rezultate do t& pérdoren n€ vazhdim. Vlen t€ ceket se kontribut né€ kété pjese eshte
vértetimi 1 rrjedhimit 1. Né fillim paragesim inekuacionin e njohur t&€ Hollderit dhe té
Minkovskit pastaj shkurtimisht disa kritere té oshilacionit dhe jooshilacionit té
ekuacionit diferencial t& rendit t€ dyté t€ paraqitur nga disa autor€ viteve té fundit.

Teorema 2.1 (Jobarazimi i Hollderit ): Pér 1< p <o dhe pér funksionet

x,y € Cla,b] , vlen jobarazimi

1

[yl < ( [y’ dtjp ( [l y(t)|qjq .

a a

ku l+l:l.

Vérejmé se pér p=2, kemi g=2 , inekuacioni i Hollderit kthehet n€ inekuacionin e

Bunijakowsky- Schwartz-it
( j () p(0)|dn)* < ( j lx(e)|” dtj( j () j .

Nése funksionet x(7) , y(t) jané pozitive dhe t&€ vazhdueshme né segmentin [a,b],

atéheré , vlen
( j x(O)y(t)dt)* < ( j x%t)dtj{ y2(t)dtj.

Teorema 2.2 (Minkowskit): Pér 1 < p <o dhe funksionet x,y € C[a,b], vlen

13



; e e ,

([ + 30" dr)” < ( | |x(t)|pdtj { [l y(t)|pdtj .
Né ndértimin e disa kritereve oshiluese me t€ cilat do t€ njihemi mé voné , pérdoret
jobarazimi i cili vlen pér funksionet pozitive té cilin e paragesim né vazhdim.
Lema 2. 1[5]. Nése X dhe Y jané funksione jonegativé , at€heré vlen

X'+ =Y’ =Xy’ >0, y>1
ku barazimi géndron nése dhe vetém nése X =Y.
Shpesh né shtjellimin e temés do t€ pérdorim inekuacionin :

Lema 2.2[5] ( jobarazimii Gronwall’s-it). Le t€ jet€¢ [ =[¢,,7), interval i numrave

real. Supozojmé, nése

u(t)<c+ jq(s)u(s)ds , pér tel

to

ku ¢ konstanté jonegative dhe u,q € C(I,R"), atéheré vlené

u(t) < cexp('[q(s)ds, pérrel.

Né vazhdim do té paragesim lemén e Wong e cila pércakton njé relacion shumé té
réndésishém mes zgjidhjes x(z) dhe derivatit t€ tij x’(2) 1 cili kusht pérdoret nga shumé
autor€ né ndértimin e kritereve t€ oshilacionit te ekuacionet diferenciale té rendit t€ dyté
gj€ g€ haset edhe né shtjellimin e temés.
Eshté fjala pér ekuacionin e formés

(r(O)x'(1))+q()g(x(t)) =0 2.1)
pér cilin , autori n€ [59] paraqet kété rezultat pér zgjidhjet joooshiluese :

Lema 2. 3[59]. Le t€ jeté

14



lim inf j q(s)ds >0, pér T mjaft t& madh, (2.2)
T

at€her€ ¢do zgjidhje jooshiluese e (2.1) e cila nuk €shté konstanté duhet t& plotésojé
kushtin x(¢)x'(¢) > 0 , pér ¢ mjaft t&€ madh.

Meqgé jemi pérgéndruar né teoremat e oshilacionit , gjegjésisht té jooshilacionit , né vijim
paragesim disa nga rezulatatet mé té rendésishme pér disa nga ekuacionet bazé
diferenciale té rendit t€ dyté .

Né [30] autori tregon se (2.1) €shté oshilues nése ekziston funksioni konkav pozitiv

p R, ashtu qé

—

lim suptiﬁj'(t —5)? p(s)q(s)ds = o, pérndonjé B >1.

Mbi oshilacionin e ekuacionit mé t& pérgjithésuar té€ formés
x"'() +q()g(x(),x'(1)) =0 (2.3)

Bihari né [60] vérteton : nése q(2)>0 pér ¢do t > ¢, dhe
lim '[ q(s)ds = oo

at€heré ¢do zgjidhje e ekuacionit (2.3) éshté oshiluese.
Pér ekuacionin

(a(Du' () +q()u(t) =0 (2.4)
ku a(t)eC'([t,,t,],R") dhe q(t)e C([t,,t,], R) né [8] &shté prezentuar kriter verifikues
pér zgjidhjet jooshiluese i cili jepet me ané té késaj :
Teorem 2. 4([8]. : Ekuacioni (2.4) éshté jooshilues nése dhe vetém nése ekziston 7T >,
dhe funksioni A(t) e C'([T,»),R), i cili e plotéson inekuacionin

q() +a(Oh* () — (a(Oh(t))'<0, pér t> T .
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Duke u bazuar né kété teoremé né kushte mé té pérgjithésuara mund té vérehet se Eshté i
vértete :

Rrjedhim 2.1[11]. Nése a'(r)<0,pér t>1¢,, [(t)>1 , pér ¢ >T dhe

2
lim sup—t 0a(®) < 1

o a(t) 4 (23)

b

at€her€ ekuacioni (2.4 ) €shté€ jooshilues.

o 1
Vértetim: Me t€ vértet nga (2.5) ekzistojné numrat 7 >, dhe ¢ < 2 ashtu gé

2
Méc,prejnga q(t)éczi(t) pért>T.

a(t) °U(7)
Le t€ marrim A(¢) = Y atéheré

q(t) +a(Oh* (1)~ (a(Oh())'<

< ca(t) N a(t) a'(@t) a@) < ca(t) N a(t) N a'(y) a() _
Al A =2t 20 £ 4 2t 2F

—a'(Oh(t) <0 pér t>T.

4c—1
=a(t) e

4
Shpesh né shqyrtim té oshilacionit t€ zgjidhjeve haset edhe ekuacioni diferencial 1
formés
V(O + ' (x(g(0))g' () (1) + p(v(t) +q(1) =0
prej té cilit fitohet ekuacioni diferencial i rendit t&€ dyt€ me anétaré qé shuhet
X"+ p(Ox'() +q(0) f(x(g(1)) =0 (2.6)
duke pérdor zévendésimin

v(t) = L(t)
S (x(g()

qé éshté pjesé e studimit né vazhdim né kushte t€ caktuara.

Né njé kéndvéshtrim tjetér ekuacioni i formés

16



X"+ p(Ox' (D) +q(O)x(1) =0 (2.7)

me zévendésimin

— s
x(t)=u(t)e
merr formén
w0+ g -2 2Oy <o

i cili poashtu pérdoret n€ konstruktimin e kritereve oshiluese pér ekuacionet diferenciale

me kufizé shuarje (2.6) dhe (2.7).
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3. Teorema krahasuese e Shturmit

Metodé sipas t€ cilés mund t&€ pércaktohet zero e zgjidhjes s€ ekuacionit
diferencial té rendit t& dyté n€ nj€ interval té caktuar €shté e ashtuquajtura metoda e
Shturmit. Ményra e pércaktimit bazohet né€ kushtet fillestare dhe krahasuese té
koeficientéve t€ dy barazimeve t€ formés sé njéjté t€ cilét dallojné pér nga koeficienti
prané x(t), y(x) pérkatésisht sic vérehet né vazhdim.

Marrim né konsiderate ekuacionet diferenciale té rendit t& dyté

x"@#)+q)x(@)=0 3.1
dhe

'O +q,@)y()=0 (3.2)
té cilét dallohen sipas koeficientéve prané€ x(z) dhe y(?) . At€heré né kushte t€ caktuara
tregohet natyra e zgjidhjes s€ ekuacionit (3.2) né njé interval t€ dhéné.

Teorema 3.1[8]: Le t€ jen€ x(¢) dhe y(?) zgjidhje jotriviale t€ ekuacioneve
x"@)+q@)x(t)=0

dhe
') +q,0y()=0

respektivisht n€ nj€ interval [7,,7,] < R. Supozojmé se x(¢,) = x(t,) =0,

q(t), q,(t) € C([t,,1,],R) dhe plotésojné q,(r) 2 q(7), (¢,(t) # q(t)) n€ [1,,1,].

Atéheré y(?) duhet t€ ndérroj shenjé né (¢,,¢,).

18



Metoda standarde e vértetimit bazohet n€ Wronskianin (shih fq. 29 [29]) d.m.th. meqé

vlen
%(y(I)X'(I) = x(0)y' (D) = y(@O)x" () —x(@)y" @) = (q,(1) —q(@)x(?) y(?) ,

prej nga nése integrojmé nga ¢, deri né€ ¢,

(V(O)x'() = x(0)y'(1))

= 1) - a0

fitojmé kontradicionin e déshiruar t€ supozimit g¢ x(z) >0 dhe y(z) >0 né
intervalin (¢,,,).
Ky rezultat mund té shtrihet edhe pér zgjidhjet e ekuacionit diferencial mé té
pérgjithésuar
(a(0)x'(1))+q()x() =0
dhe
(a(®)y'(D)+q,(Oy() =0,
ku a(t)eC'([t,,t,],R") dhe q(1), q,(t) e C([t,,t,],R).
NEé t& vértet pér té vértetuar kété , duhet té€ pérdorim identitetin e Shturmit

% ((@®a@®)x'() = x()a@)y' (1)) = y(O)x"' (@) = x@)y" () = (¢,(1) —q(O))x() y(?)

Megjithé kété ,na duhet t€ krahasojmé zgjidhjet e ekuacioneve
(a(0)x'(1))+q()x() =0 (3.3)

dhe
(a(®)y' ) +q,()y() =0 , (3.4

ku a(?),a,(t) e C'([t,,t,1,R") dhe q(¢), q,(t) € C([t,,t,],R) nén hipotezén

q,(t) 2q(), (q,(1) # q@®)),n€ [1,,1,], a(t) 2 a,(1), (3.5)
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atéheré identite 1 Shturmit do té keté formén
% (y(@a@)x'(t) — x()a(®)y' (@) = (q,(2) —g@)x() () + (a(?) — a,())x' (1) y'(?)

i cili nuk éshté i plotfuqishém pér derisa nuk jané t€ njohura shenjat e x'(¢) dhe y'(¢).

Mirépo , nése y(¢) =0 , at€heré ky identitet modifikohet nga Pikone [8] n€ formén

4 x0 ) - (1)) =
7 (y o (V(@®)a@)x'(2) = x(t)a, () y' (1))

= (,(0) =g x(O) (1) + (a() = a, ()X (1)) +a,()(x'(¢) —%y'(t))z, (3.6)

i cili jep njé rezultat mé té pégjithésuar.

Me té vértet , nése x(¢,) = x(t,) =0, y(¢) >0 né [¢,,¢,] dhe vlen (3.5) ,nése integrohet
(3.6) nga ¢, deriné ¢, arrijm n€ kundérshtimin e déshiruar. Identiteti i Picones ofron njé
déshmi elementare , por vértetim rigoroz té teoremés s¢ Shturmit. Prandaj ky rezultat

€shté€ 1 njohur si teorema e Shturm — Picone.
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4.Kritere oshiluese té ekuacioneve diferenciale lineare

té rendit té dyté

Do té& paraqesim ekuacionin linear diferencial té rendit té dyté, duke cituar disa kritere
bazé né teorin€ e oshilacionit t€ cilat mé voné jané si raste t€ veganta t&€ ekuacioneve
diferenciale gjysmé - lineare , superlineare dhe jolineare t€ rendit t€ dyté.
Pér ekuacionin diferencial linearé té rendit t€ dyté t& formés

x"@)+q@)x(t)=0 4.1)
prezentojmé n€ vazhdim inekuacionin ndihmés t€ Liapunovit njé relacion mbi
integralin e caktuar t€ koeficientit g(¢) me kufij, zerot e njépasnjéshme t€ zgjidhjes s¢
ekuacionit (4.1) i cili inekuacion mé voné pérdoret shpesh nga autorét e tjeré né studimin
e zgjidhjeve oshiluese dhe jooshiluese te ekuacionet diferenciale té rendit t& dyté :

Teorema 4.1[8]: Le t€ jeté q(z) € C((a,b),R") jo identikisht zero né ndonjé nénbashkési
té hapur t€ (a,b). Supozojmé se x(z) €shté zgjidhje jotriviale e ekuacionit (4.1)1 cili ka
zero t€ njépasnjéshme t=a dhe r=5.

Atéheré éshté i vértet inekuacioni
b
(a —b)J.q(s)ds >4,

Meqé punimi i kushtohet zgjidhjeve oshiluese t€ ekuacioneve diferenciale t€ rendit té
dyté , n€ vijim shkurtimisht do t€ paragesim disa pohime baz¢ q€ kané t&€ b&jné me

zgjidhjet jooshiluese té ekuacionit diferencial té rendit té€ dyté t€ njé forme té caktuar.
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Studimi i1 natyrés oshiluese dhe jooshiluese né zgjidhjet e ekuacionit diferencial té
rendit t€ dyt€, mori hov né gjysmén e dyté t€ shekullit XX. Késhtu duke u nisur nga
ekuacioni konkret

/4

<2 =0
xzy

yl l+
icili &shté oshilues pér y > % , kurse jooshilues pér y < % , Einar Hille ( fq.234[27])

né€ studimin e ekuacionit t€¢ pérgjithshém linear diferencial t€ rendit t& dyté (4.1)

ku p(x) éshté funksion i vazhdueshém pozitiv n€ intervalin (0,0) ,duke pérdor

funksionin g(x) t€ pérkufizuar me
g(x) = x| p(x)dx

né€ shqyrtimin e zgjidhjeve oshiluese (kétu supozohet se integrali ekziston)
duke pérdor madhésité

g. =liminf g(x)
dhe

g  =limsup g(x)

X—>00

tregon se g. S%, g’ <1, nése (4.1) &shté jooshilues dhe g" > %, nése ekuacionit (4.1)

&shté oshilues.
Poashtu Zeev Nehari né [28] pér ekuacionin diferencial (4.1)
jep njé kusht shumé t€ fuqishém mbi zgjidhjet oshiluese dhe jooshiluese me ané t& késaj :

Teorema 4.2 [28] : Barazimi (4.1) €sht€ oshilues , at€heré dhe vetém atéheré nése:

lim supxj. p(x)dx =0 .
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Ekuacioni (4.1) €shté€ jooshilues , at€éheré dhe vetém atéheré nése

lim x [ p(x)dx = 0.

Vértetimin e gjeni né 430 né [28].
Pér ekuacionin (4.1) autori né [10] vérteton se €shté oshilues nése ¢g(?) >0 , pér ¢do

t>t, dhe
lim'[q(s)ds =0,

N¢é vazhdim paraqesim disa kritere t€ njohura oshilacioni té ekuacionit (4.1) ku
q(t) € C([ty,0),R).
Késhtu Winter né€ [39] ka prezentuar njé kriter thelb&sor me ané t€ késa;j:

Teorema 4.3 [39]: Nése vlen

}Eg % j j q(v)dvds = o,

loto
at€her€ ekuacioni (4.1) €shté oshilues.
Mg voné i nxitur nga ky rezultat Winter né [39] pér ¢(?) funksion i ¢farédoshém vérteton

se barazimi (4.1) éshté oshilues nése
Ry
lnn;'[(t —5)q(s)ds = 0. 4.2)

N¢é [38] autori tregon se limiti nuk mund t€ ¢vendoset nga ana e sipérme dhe se kusht i
domosdoshém pér oshilim té zgjidhjeve té ekuacionit (4.1) paraqitet si méposhté.
Teorema 4.4 (Hartman)[58] : Kusht i domosdoshém qé ekuacioni (4.1) té jeté oshilues

éshté

— o0 < lim inf %jjq(ﬁ)dids < lintl_iup% jjq(g)dgds <o,

Loty oty
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Né rrethana tjera poashtu tregohet se €shté i1 vértet konkluzioni i paraqitur nga ana e
Kamenev né :

Teorema 4.5 (Kamenev )[40]: Nése pér ndonjé numér n > 1, vlen
. 1 .
lim sup— j (t —)"q(s)ds = o (4.3)
[—00 t o

at€her€ ekuacioni (4.1) éshté oshilues.
Pér rastin kur kushti (4.3) nuk plotésohet, njé pjesé€ t€ pérgjigjes e gjejmeE poashtu né :

Teorema 4.6 (Kamenev ): Le té vlej

. 1 ¢ )
lim supTJ(t —5)"q(s)ds <o, pérndonjé n>1.
—o t o

Nése ekziston funksioni 7(¢) € C([t,,%),R),

ashtu qé

lim inftin j (t—s)"q(s)ds = 7(T),
T

péredo T >¢, dhe

Je @ di=.

ku 77 (¢) = max{r(¢),0}, t>1,,

at€her€ ekuacioni (4.1) €shté oshilues.
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5. Kritere oshiluese té ekuacionit diferencial té rendit té dyté

Teoria e oshilacionit pér njé ekuacion mé té pérgjithésuar diferencial té rendit t&€ dyté ka
gené temé& hulumtimi e shumé autoréve né gjysmé-shekullin e kaluar dhe né fillim t&é kétij
shekulli . Nj€ pjesé té kétyré rezultateve té arritura do té paraqiten edhe kétu.
Eshté fjala pér disa kritere t& njohura oshilacioni pér ekuacionin diferencial té rendit t&
dyté t€ formés

(a(®)x'())+q(0) f (x(1)) =0 (5.1
té cilat rezultate do t’i pérdorim pér konstruktimin e disa kritereve té reja mé té
pérgjithésuara , ku a(?) € C([t,,0),R"), q(t) e C([t,,0),R), pér ¢, >0 dhe
feCERNR).

Gjithashtu mbéshtetemi né kushtet

1):T ds o0

ats)

dhe
i1) xf(x)>0 dhe f'(x)>0, pér x=0.
Disa nga kushtet qé€ ekuacioni (5.1) t€ jeté oshilues jepen né két€ teoremé:

Teorema 5. 1 [42] : Nése vlené i), ii) dhe

Tq(s)ds =00 (5.2)

at€her€ ekuacioni (5.1) €shté oshilues.
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Me fjalé tjera kétu vérehet se funksioni a(?) i cili €shté pozitiv nga kushti i) implikon qé
ai t€ tentoj né zero kur 1 — oo , kurse nga kushti ii) vérehet se g(¢) > o0, kur t > .
Keétu paragesim vértetimin né térési t€ késaj teoreme sepse pjesé nga ky vértetim
pérdoren né shtjellimin e temés né vazhdim.

Vértetim : Me t€ vérteté€ ,nisemi nga e kundérta , rrjedhimisht se zgjidhja x(?) e
ekuacionit (5.1) éshté jooshiluese, d.m.th. x(#) #0 pér¢ >t >1¢,.

Né vazhdim pérdorim metodén e njohur t& Rikatit pra, pérkufizojmé funksionin

PIIGEA0)
F)

, pér 121

nése derivojmé , kemi

w? (1) < —q(1) (5.3)

w(e)=—q()- L ';xt(t))

()

Integrojmé ekuacionin e fundit prej ¢, deri ¢ dhe marrim

(o) < it~ [g(s)ds.

4
0se

a(t)x'(0) _

o) S j q(s)ds.

Mbetet t€ shqyrtojmé rastet x(z) > 0 dhe x(¢) < 0. Supozojmé se x(¢) > 0 , rrjedhimisht
edhe f(x(z) >0 nga kushtet e teoremés pér ¢ > ¢,. Nga kushti (5.2) konkludojmé se
ekziston ¢, > ¢, , ashtu q€ x'(¥) <0, pér ¢ > ¢, . N€ anén tjetér poashtu nga kushti (5.2) i

teoremés rrjedh se ekziston 7" > ¢, > ¢, ashtu qé

T t
Jq(s)ds =0 dhe '[q(s)ds >0 ,pér t>T.
1, T

Nése ekuacionin (5.1) e integrojmé me pjes€ prej 7' deri ¢, do té kemi
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a(t)x' (1) = a(T)x"(T) - I q(s) f (x(s)ds

=a(T)x'(T) - f(x(z ))jq(S)dS + if "(x(s(2 ))X'(S)@ q(u)dujds <a(T)x(T).
sepse
f (X(t))J: q(s)ds 20,
kurse

jf '(X(S(f))x'(S)Uq(u)du)ds <0.

Tani, nése relacionin

< 4D D)

a(t)

e integrojmé nga 7 deri ¢ fitojmé

x(t) £ x(T) +a(T)x'(T)j.% — -0, kur t—> w0,

qé€ €shté n€ kundérshtim me supozimin ton€ . Né ményré t€ ngjashme diskutohet edhe
pér rastin x(1)<0 .

N¢ €8¢ autori pér ekuacionin (5.1) nén kushtet

i) a(r) € C([t,,),R")

i) p(1),q(1) € C([ty,%),R),

iil) f e C(R,R), funksion me derivat t&€ vazhdueshém pérve¢ né€ 0, dhe ploté€son
xf(x)>0 dhe f'(x)>0, pér x=0 (5.4)

gjithashtu f{x) &shté rreptésisht suoerlinearé né kuptimin se
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* du ~ du
R e

(5.5)

Pér zgjidhjet oshiluese té¢ ekuacionin diferencial (5.1) nése nuk plot€sohet kushti tani

m¢é 1 njohur J q(s)ds = o, até€heré €shté e nevojshme té plotésohet kushti

)

'[ q(s)ds = o, 1cili éhté njé relacion ku poashtu involvohet integrali

t—)oo .[ a( )
karakteristik 1 formés '[ q(s)ds té cilin e hasim n€ shumé& pohime té cilat flasin pér
zgjidhjet oshiluese té& ekuacionit (5.1).

Teorema 5.2 [8] . Supozojmé se vlen (5.4) dhe (5.5),

:ﬁds =00 (5.6)
:Tq(s)ds < (5.7)
hf}LElf jq(s)ds >0, pér¢do té mjaft t&¢ madh (5.8)
T
dhe
lim j ol j q(s)ds = (5.9)

atéheré ekuacioni (5.1) éshté oshilues.

Nése né ekuacionin (5.1) marrim kushtin a(z) funksion i kufizuar d.m.th. a(¢) <a, pér

t2t,, ku a konstanté pozitive , at€heré plotésohet kushti —dt > —dt =oo dhe né

Ya Tia

kété pérmbajtje vértetohet kjo teoremé:
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Teorema 5.3 [8]. Le t€ jeté a(¢) <a,, t >t,, ku a, €shté nj€ konstanté pozitive dhe vlen

kushti (5.5) . Nése pér ¢do 7'mjaft t&€ madh , ekziston 7, > T, ashtu qé

liminf [ [q()du >—o0 (5.10)
T, T

dhe

jsq(s)ds =0 (5.11)
atéheré ekuacioni (1) éshté oshilues.
Né vijim prezentohet teorema e cila sjell t€ involvuara kushtet e teoremés 1. né njé formé
tjetér .
Teorema 5.4 [8]: Nése

T[ja(u)du} ds = (5.12)

)

dhe

lts
lim — duds = 5.13
lim [ [ q(u)duds = o (5.13)

oty
at€heré ekuacioni (5.1) &shté oshilues.

Tani, n€ ekuacionin (5.1) nése marrim a(¢f) =1 dhe f(x)=x, vérehet se teoremat 3

dhe 4 té prezentuara mé lart€ mbulojné kushtet e teoremés s€¢ Winterit (shih [39] pér

zgjidhjet oshiluese t€ ekuacionit diferencial té rendit t€ dyté , sepse plot€sohet edhe kushti

j ds = oo qé éshté kushti 7) i cekur mé larté.

Vértetim : Le t€ jet€ x(?) zgjidhje jooshiluese e ekuacionit (5.1). Supozojmé se x(2)>0,

pér ¢ >t, > 0. Pérkufizojmé funksionin
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a(t)x'(t)

w(t)=—"—" pért>t,.
(?) (1) p 0
Nése derivojmé ekuacionin e fundit , marrim
1
w(t)——q(t)—?w (), pér t>t, (5.14)

Né vazhdim nése integrojmé dy heré ekuacionin (5.14) prej ¢, deri ¢, kemi

Low(t,) w(to

jjq(u)duds)

’o )

jw(s)dﬁjjf(i du = t(w(t,) -

nga kushti (5.13), ekziston ¢, > ¢,, ashtu q€ pér ¢ > ¢, té vlej

'[w(s)ds + “' (u) <0

oty

w?(u)

tani pér ¢ >t ,kemi F(t)= “' 2 du < —j w(s)ds .

oty

Meqé F(¢) éshté funksion jonegativ , kemi
F*(t) < (Jw(s)ds)z.

Nga ekuacioni i Schwartz-it , marrim

(j w(s)ds)> —(j \/T \/_ [j a(s)ds }U%ds}, pér 1>1,.

to
Nga pérkufizimi i funksionit jonegativ F(?) vérejmé se ekziston ¢, > ¢,, ashtu qé pér
>t,,vlen F(1)>0.

Pra,

F(f) < U w(s)ds} < [ja(s)ds}[j VZZ(S) ds}

fy )
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prej nga

' B F'(t) .
[Ja(s)ds} st(t), pér 1>1,. (5.15)

)

Integrohet (5.7) prej ¢, deriné ¢, fitojmé

j[ja(u)du} dséj F;(S)ds=— ! o ! + ! < ! < o0
) F(s) F®O.  F@O F,) F()

i cili €shté né kundérshtim me kushtin (5.12) t€ teoremés. Ngjashém diskutohet edhe rasti

pér x(1)<0, rrjedhimisht teorema u vértetua térésisht.
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6. Oshilacioni ne ekuacionet gjysmé-lineare diferenciale

té rendit té dyté

Kétu do té prezentojmé kritere oshilacioni pér ekuacionin diferencial gjysmé-linear té
rendit t€ dyté i cili paraqitet si pérgjithésim i1 ekuacionit linear . N¢ vitet e fundit kétij lloji
ekuacioni i1 €shté kushtuar vémendje e posagme. Ne do t€ paragesim disa forma
ekuacionesh gjysmé lineare differenciale té rendit t€ dyté dhe do té paraqiten kriteret
pérkatése si dhe do té béhet krahasimi i1 rezultateve t€ arritura nga autoré t€ ndryshém té
késaj fushe. Disa nga rezultatet e cekura né kété kapitull paraqiten si raste té kritereve té
cilat ndértohen né pjesén shtaté dhe teté.
Konsiderojmé ekuacionin diferencial t&€ formés :

(r(Og(x' (1)) +c()p(x(1)) = 0 (6.1)
ku () e C(t,,0),R"), c(t) € C([t,,©),R) dhe funksioni realé ¢: R — R &shté i

pérkufizuar me ¢(y) = | y|0l71 v ,ku o >0 &shté numér i caktuar. Nése o =1, atéheré

barazimi (1) reduktohet n€ ekuacionin linear diferencial t€ rendit t€ dyté

(r(@)x" (1) +q()x(1) =0. )
Nén hipotezén se zgjidhja e ekuacionit (6.1) éshté funksioni real x(¢) € C'([¢,,%),R) ,
at€her€ nése x(¢) €shté zgjidhje pozitive e (6.1) dhe gjithashtu rrit€s ose zvogélues ,

at€heré ekuacioni (6.1) reduktohet né ekuacionin shume té njohur t€ Euler- Lagranzhit

(r(O('(0)*)+c(@®)x" () =0 (6.3)
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ose
(r(O(=x"()")'=c(@)x" (1) =0 (6.4)

pérkatésisht.

Autoré né punimet [5], [38], [30],dhe [40] kané studiuar natyrén oshiluese t€ ekuacionit

(6.1) pérrastin r(¢) =1 , d.m.th. kané paraqitur kritere oshiluese pér ekuacionin

[’ (N]+c()(u(?)) =0 (6.5)
Paragesim inekuacionin e pérgjithésuar té Liapunovit i cili vlen pér ekuacionin
diferencial gjysmé - linearé (6.5).

Teorema 6.1 [8]: Le t€ jeté c(¢) € C([a,b],R,) , jo identikisht zero n€ ndonjé
nénbashkeési t& [a,b]. Supozojmé se x(2) €shté zgjidhje jotriviale e ekuacionit (6.5) g€ ka

zero t€ njépasnjéshme ¢ =a dhe ¢=5. Atéheré qéndron inekuacioni :

2" < (b—a)® '[c(s)ds :

Vértetim : Pa humbur n€ parim , supozojmé se u(¢) >0 né (a,b). Le té jet€ M
maksimum i u(z) né segmentin [a,b], i cili arrihet n€ ndonjé piké me kordinaté
t,=a+¢e(b-a), 0<e<l.

Atéheré , kemi

P (@)~ p(u' (b)) = %(p(u'(t»dr

= [ctpu(ydt < M* [ c(t)dt . (6.6)

Nga u(t) >0 dhe c(¢) >0 rrjedh se u(?) €shté konkav. Tani mund t€ marrim

dhe w'(b)>—M

u'(a)= _
e(b—a) (1-&)b—-a)
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Nga ¢(u) = |u|‘Hu , kemi

MC{
(b-a)*

¢(u'(a)) - (' (b)) = (6" +1-6)")

Kjo dhe inekuacioni (6.6) implikojné

e+ (-8)" <(b-a) ().

Né intervalin (0,1) , funksioni & * +(1—&)™ ka maksimum 2“", i cili arrihet pér
1
E=—.
2
Prandaj

2" < (b-a)" [ c(t)dt

qé vérteton edhe teoremén.

Né vazhdim japim disa kritere oshilacioni pér ekuacionin (6.1) .

Teorema 6.2 [5] : Le t€ jet€ D, ={(t,s):t>s2t,} dhe D={(¢,s):t>52>1¢,}.
Supozojmé se H € C(D;*R) plotéson kushtet

1) H(t,t)=0,pér t>¢,, H(t,s) >0, pér t>s2>1t;

i1) H é&shté funksion i vazhdueshém dhe me derivat parcial jopozitiv né D, né respekt
té ndryshores s¢ dyté.

Poashtu supozojmé se h:D, - R, éshté funksion i vazhdueshém ashtu qé

1

@ = h(t,5)[H(t,5)]* , pér ¢do (t,5) € D,
S
dhe
'[h”(t, s)ds <o, péredo t>¢,, (6.7)

)
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ku
l+l=1_
Nése

. 1
lim sup
t—m H(t, tO)

j{H(t,s)c(s) - (% h(t,s))” }ds = o (6.8)

atéheré ekuacioni (6.1) &shté oshilues.
Vértetimin i1 késaj teoreme &shté né [5] faqe 573.
Né kété vazhdé pér zgjidhjet oshiluese t€ ekuacionit (6.1) vlen :

Teorema 6.3 [5] : Le té plotésojné H dhe 4 kushtet e teoremés 1. dhe le t€ vlej

0 < inf {lim inf 2254 < o (6.9)
§2t) 1—0 H(t, to)

dhe

lim su h?(t,8)ds < ©. 6.10
lim pHm){ (¢,5)ds (6.10)

Supozojmé se ekziston funksioni A4 € C[t,,») , ashtu qé

TAf(s)ds = oo (6.11)

)

dhe

j{H(t,s)c(s) _ L hs) vds = AT, pér odo T > t,,  (6.12)
p

T

lim sup
t—o H(t, T)

ku A4, (s) =max{A(s),0}, s > ¢,. At€heré ekuacioni (6.5) &shté oshilues.

Vértetim : Le t€ jet€ u(?) zgjidhje jooshiluese e ekuacionit (6.5) . Pa humbur né
pérgjithésimin e teoremés mund t€ supozojmé se u(t) >0 né [7,,), pér T, >¢,.

Pérkufizojmé funksionin ndihmés
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NICIG)

v(
P(u(?))

, pér ¢do t >Tj.

Nése derivojmé funksionin v(¢) dhe pérdorim barazimin (6.5), fitojmé
VI(6) ==(p-Dv(@)|" —c(t), péredo ¢ >T,.

Nése shumézojmé me H(t,s) ané pér ané dhe integrojmé prej 7 deri né ¢, kemi

t

1 .
H@T) I {H(t’ s)e(s) - (; H(t,s)) }ds =

T

1

wWT) - H(:’ 5 l (hit, $)[H(t,5)]* v(s) + (p - DH (1,5)v(s)|" + (%h(t,s))” Yds

pér t>T>T,.

Rrjedhimisht

t

j {H(Z,s)c(s) - (l H(t,s))" }ds =v(f) —
p

T

lim sup
—o H(Z, T)

1

[t H (1.1 v(s) + (p-DH(t.5)v(5) +(%h(r,s»p}ds,

lim inf —
e H(t,T)

per T >T7,.

Tani nga kushti (6.12) , marrim

1

H(:, T) l h(t,$)[H (E,9)) v(s) + (p=DH (e 5fv(s)|” + (% H(t. )" Vs

v(t) > A(T) + lim inf
péredo 7 >T,.

Kjo tregon se
v(t) = A(T) (6.13)

dhe

1

lim inf j{h(r, OH(,9)]7 v(s) + (p - DH(, sv(s)|* + (l h(t,s))" }ds < o,
T p

t—® H(I,T)
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péredo 7 >T,.

Shénojmé
f()—H( T)jH(z ()| ds
dhe
g() = j h(t,5)[H (1,5))° v(s)ds,

(,0)

péredo ¢ >T,.

Atéheré
lim inf[ £ (£) + g(1)] =
= lim inf HT )j {(p=DH(1,9)|v(s)" +h(t,5)[H(t, )19 (s)}ds <
lim inf H( ) j {(p—=DH@,$)\v(s)|" +h(t,)[H(t, S)]qv(s)+(—h(t $)?Yds <o (6.14)

Nga inekuacioni i fundit konkludojmé se

]3|V(S)|qu < (615)

T

sepse né€ t&€ kundértén , pér

T|V(S)|qu = o0 (6.16)

T

nga inekuacioni (6.4) ekziston konstanta pozitive ¢, ashtu qé

inf{nminfg(;’s))pwo. (6.17)

§21y 1o t,t,
Le té jet€¢ n numér i ¢farédoshém pozitiv .

Atéheré nga (6.16) , ekziston 7, > 7, ashtu qé
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'[|v(s)|qu > g, pércdo t>T,.

Si pasojé e késajé marrim

f@0)= ( )jH(t s)dj v(@)|'d
j '[|v(r)|qdr —des
H(t )i\ n ds

)\,

, 1(p=1) f[_ aH(r,s>j N
¢9H(z‘,T0)Tl ds

Snp-DH@ET)
- eH(t,T,)

péredo £ >1T,.

Nga (6.17) gjendet T, > T,, ashtu qé

A, S)} 2¢g,péredo t 2T,
H(1,1,)
e cila implikon

f@®)z(p-Dn, pérgdo t=T,.

Meqé n é&shté i ¢farédoshém , atéheré
lim f () =o0.

Né vazhdim le t& konsiderojmé vargun {t,}” ,

lim¢, = o0

—w

qé plotéson

(ot 2101,

né intervalin (¢,,0) qé ploté€son

(6.18)
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tim[ £ (z,) + (¢,)] = lim infl £ (1) + g(1)].

Nga (6.14) implikon se ekziston konstanta M , ashtu qé
f@)+gt)s<M, pér n=123,...
Pér mé shumé (6.18) siguron se

lim /(t,) = o

dhe nga (6.20), marrim
lim g(z,) = —o0

Atéheré nga (6.20) dhe (6.21), fitojmé

g(t ) M , pér n mjaft t& médhen;.
f (t,) f @, ) 2
Tani
£4,) < 1 , pér n mjaft t&€ médhenj.

f@,) 2

Inekuacioni i fundit dhe (6.22), implikojné

o f(t)

N¢ anén tjetér , nga inekuacioni i Hollderit , kemi

1

= Jh(l‘n,s)[H(tn,s)]qv(s)ds|

H(t,,T;) ;

1 1"
< { h?(¢,,s)ds} "
p-1 H(z‘,TO)}[

H( 1)1

fa), 1%,
S j h? (t,,5)ds}

pér ndonjé numér pozitiv » .

'[ H{t, s)|v(s)| ds}

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)

(6.23)
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Rrjedhimisht

t!

p ,
|g( .) < ! { ! '[h”(z‘n,s)oz’s}q’1 , pér n mjaft t€ madh.
f@,) p-1HG,T);

Por, (6.17) siguron qé

HOL), 5 o per gdo 12T,
H(tato)
Tani
M} > ¢ , pér n mjaft t€ madh,
H(tn ’tO)
prandaj
t t
|g( n) < 1 { 1 jhp(tn,s)dS}Tl , (6.24)
f(l‘n) p—l 8H(tn’TO)T0

pér n mjaft t€ madh.

Tani nga (6.23) dhe (6.24) , kemi

j hP(t,,8)ds = . (6.25)

)

lim ————
oo H (¢, ,t,)

Nga ekuacioni i fundit shkruajmé

t

1
lim sup——— | A? (¢, s)ds = o0
t_mpH(tn,tO);[ :5)

i cili €sht€ né kundérshtim me (6.5). Rrjedhimisht géndron (6.15).

Pérfundimisht nga (6.13) marrim

:TAq+(s)ds < T|v(s)|q <0

T T

q¢ &shté né kundérshtim me (6.11). Kjo vérteton edhe teoremén.
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Rrjedhim 6.1 [5]. Le té jeté¢ A > p—1 konstant . Supozojmé se ekziston funksioni
Ae(lt,,»), ashtu q¢€ t& vlej (6.11), dhe
lim supt”l'[(t —8)"c(s)ds > A(T), pér ¢do T >t¢,,
T
atéheré ekuacioni (6.5) €shté oshilues.
Pér H(t,s)=(t—s)", ku t>s> t,,dhe A>p—1,pér p=2 kemi rezultatine
Kamenev t€ paraqitur né [40] .

Pér ekuacionin (6.1) n€ [32] &shté paraqitur kjo :

Teorema 6.4[32] : Supozojmé se

00

j r()dt = o (6.26)

at€her€ secili nga kushtet

i) lim [e(dt =0 (6.27)

i1) Integrali J. c(t)dt é&shté konvergjen dhe

lim mf[j r (S)dsj [T c(s)dsj >1 (6.28)

—w
t

éshté 1 domosdoshém.

Teorema 6.5[32] : Supozojmé se vlen j #179(¢)dt = o0, integrali j c(t)dt , &shté

konvergjent dhe

t p-1 ) 1 1 p-1
lim inf j ¥ (s)ds ( j c(s)dsj > —(p—_j
—00 , p

at€her€ ekuacioni (6.1) €shté oshilues.
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Pér ekuacionin e formés

' el Ju] " sgnu =0 (6.29)

né€ [31] éshté paraqitur kriteri:

Teorem 6.6[31] : Le t& jeté secili limc, (¢) = +oo, pér a €[0,1] ose

—oo < lim inf ¢, (¢) < lim supc,, (¢) < +o0

t—+0

ku

2

c (r):‘:—a [s* [e(dnds, pert>1, (6.30)
1 1

N

atéheré ekuacioni (6.29) €shté oshilues.

Duke u bazuar né kété rezultat pér a =1 kemi kriterin tanimé t€ njohur t& paraqitur me
rrjedhimin:

Rrjedhim 6.2: Le té jeté }gg ¢,(t) =+, ose

—oo < lim inf ¢, (¢) < lim sup ¢, (¢) < 4o
[—>+0 t—>+0

at€her€ ekuacioni (6.29) €shté oshilues .

Me t€ vérteté pér o =1 , kushti (6.30) merr formén
1 ts
() == [ [etm)dnds
11

prej, nga kusht qé ekuacioni

u"+c(t)|u|sgnu =0

té jet€ oshilues €shté té plotésuarit e relacionit mjaft t€ njohur
. 1eg
hrn;J.J.c(n)dnds =0.
11

Pér ekuacionin e formés
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@)y O ¥ @)+ @y w(0)=0 (6.31)

né€ [34] éshté paraqitur njé kriter mé 1 pérgjithésuar ku pérdoren shénimet

4,(p:0)= jH(t, $)P(s)p(s)ds , t =1,

R(t)='[r*”"‘(s)ds — o0, kur t — o

)
me ané té késaj teoreme :

Teorem 6. 7 [34] : Supozojmé se ekziston funksioni p € C'([t,,0),R"),

H,h e C(D,R) dhe pér ndonjé M > 0, ashtu qé

lim sup
t—>o H(t, to)

4, (p- O(ngp—(ml)|h|"“r1 ) =oo
ku

0=(a+D) N, gt)= %Mr““ OR ()

at€her€ ekuacioni (6.31) €shté oshilues.

Pér ekuacionin (6.31) kur a =p i cili merr formén
' a-1 ' a-1
@' @] Y @) +p@)y @] y(1) =0 (6.32)
né€ [30] éshté paraqitur kriter oshilues me ané té teoremés :

Teorema 6.8 [30]: Supozojmé se ekziston funksioni i vazhdueshém

H:D={(ts)/tzs=t,} >R,

ashtu qé

H(t,t)=0, pér t>t,, H(t,s)>0, (t,s)eD, (A)
ku

h(t,s) = —% funksion jonegativ i vazhdueshém. (A)
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Nése vlen

p(Hh* (2, 5)
(@ + )" H (t,5)

1m Su
t—0 , 0)

lds =,

j[q() (t,5)—

at€her€ ekuacioni (6.32) €shté oshilues.
Vértetimin e késaj teoreme e keni né [30] n€ fagen 111.
Teorema 6.9 [30]: Le t€ jené H dhe & funksione g€ plot€sojné kushtet (A, ), (A, ) té

teoremés 7, si dhe vlen

0 < inf[lim inf 225

§2ty =0 H(t, tO)

1<

dhe

: 0 he (¢
lim sup '[p(s) U) ds <

e H(t) T HE (1)

Nése ekziston funksioni 1 vazhdueshém ¢ né intervalin [¢,,0) , ashtu qé pér¢do 7 > ¢,

vlen

p(s)h™" (2,5)
(x + D) H(¢,s)

j[q( VH (t,5)— Jds = o(T)

i sup H( )
dhe

T@*al;l(s)ds =0

©op(s)
ku ¢, (s) = max{p(s),0}, at€¢heré ekuacioni (6.32) &shté oshilues.
Pér ekuacionin e Euler — Lagranzhit vlen:
Lema 6.1[8]: Le t& jeté a(?) € C'((a,b),R*) dhe q(¢) € C((a,b),R).
Supozohet se ekuacioni (6.3) ka zgjidhje pozitive rritése x(z) né (a,b).

Nése y(t) € AC((a,b),R ) plotéson
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hItl'_l)}%l:lf y0t+1 (t)|:);T(tt)):| a(t) =2 lim SPpyaJrl (t)|:);T(tt)):| a(t), (6.33)

atéheré

imint o) (5] =ale)y " (s 20,

ku inekuacioni gendron né€se dhe vetém nése x dhe y jan€ proporcionalé.

Né [32] autori pér ekuacionin
()¢ () +e()p(x) =0, ku ¢p(x)=|x""x ,ku p>1, (6.34)
dhe r, ¢ funksione té€ vazhdueshme dhe »(¢) > 0 paraqet disa kritere pér zgjidhjet

oshiluese t€ (6.34). Mund t€ thuhet se jep kushtet e ekuivalencés né zgjidhjet e kétij
ekuacioni duke pérdorur kriteret e njohura t€ Leighton — Winterit dhe kriterin e Zeev

Neharit me ané té késaj teoreme :

Teorema 6.10 [32 ] : Supozojmép se vlen '[ r'7(t)dt = oo . Atéheré secili nga kushtet e

méposhtme &shté i domosdoshém qé ekuacioni (6.34) té jeté oshilues :

1) jic(t)dt =

dhe

t

i1) lh}})%gf[jrlq (s)ds} (Tc(s)dsj >1.

Vértetimi &shté né fq. 185 [32].

Né kété drejtim poashtu Andrej Dosly vérteton :
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®© b
Teorema 6.11[32] : Supozojmé se vlen '[ r'7(t)dt = o, integrali J c(t)dt = o éshté

konvergjent dhe

lim inf[jrlq (s)dsJ ﬁc(s)dsj > l(p—_lj 7 : (6.35)
t—0 p

t

atéheré ekuacioni (6.34) €shté oshilues.
Vértetim : Nén supozimin se (6.1) éshté ekuacioni jooshilues , atéheré zgjidhjet e

ekuacionit t& pérgjithshém té Rikatit e plotésojné ekuacionin integral
w(t) = [e@de+(p-D[r ()" ds .
t t
Nése ekuacionin e fundit e shumézojmé me

(jrlq (s)ds)"

dhe pérdorim ekuacionin (6.35) dhe supozimin se

lim sup(jrlq (s)ds)” ' w(t) = p <0

1
(rasti ku 7 = o0 , nasjell né kundérshtim qé €shté mé e thjesht té vérehet se rasti né
shqyrtim 1 <o), prej nga mund t€ gjéndet > 0, ashtu q€ numri 7 , t€ plotésoj
inekuacionin

n> l(p—_l)”’1 +&+n|".
p p

Meqé

| 1Y
|t|q—t+—(p—j 20, pér teR
P\ p

ne kemi kundé€rshtimin e nevojshém.
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Pér ekuacionin mé t& pérgjithésuar t€ formés

(a(t)|x'(t)|“*lx'(t))'+F(t,x(t)) =0 (6.36)
ku a >0 &shté konstant, F' € C([¢,,0)xR,R) dhe sgn F(¢,x(t)) =sgnx, pér

telt,,»), t, 20 ,sidhe vlen

inf 03 5 (6.37)

a-1
x#0 |x| X

ku q(t) e C([t,,»),R) dhe ¢ mjaft t&€ madh .

o0 1

Teorema 6.12 [8] : Supozojmé se vlen (6.37) dhe '[ a“ (8)ds = .

Nése

lim j g(s)ds = o (6.38)

atéheré ekuacioni (6.16) €shté oshilues.
Vértetim : Le t€ jet€ x(z) zgjidhje jooshiluese e ekuacionit (6.16), themi x(2)>0 , pér

1>1,>0.

Pérkufizojmé funksionin

@ ¥ @)

w(t) = a(t) 0

, pér t =1, (6.39)

Nése derivojmé barazimin (6.39) , kemi

L F(,x@)

1
w(t)+aa *wt) « + =0, pér t>t,.
x% (1)

Tani nga a(?)>0 si dhe kushti i dhén€ né (6.37), marrim
w(@)+qt)<0,pér t=t,.

Nése integrojmé ekuacionin e fundit nga #, deriné€ ¢ , kemi
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w(t)—w(t,) +jq(s)ds <0, ku t2¢,.

)

Meqé , w(t) > —oo, kur ¢ — oo, atéheré nga pérkufizimii w(z), konkludojmé se

x'(t)<0, ku ¢>¢,pérndonjé ¢ >¢,. Ngakushti (6.18) zgjedhim ¢, >¢,, ashtu qé

Jq(s)ds>0, pér t>t,.

Integrojmé (6.36) prej ¢, deri ¢ ,kemi
a(O O x' (1) = alt, ¥ (1) % (1) + [ g(s)x(s)ds < 0

Tani nga relacioni

[a(s)x (s)ds = [ [ q(s)ds}(x(t))“ -| [Iq(r)dr}u“ (s)ds
gjejmé se

JQ(S)(XQ (s)ds >0, pér t>1,.

Tani nga ekuacioni (40) marrim
) a-l ' a-1 o
a(@)x' @) x'(t) < a(ty)|x'(t,)]" x'(t,), pér ¢ >t,

prej nga fitojmé

1

x'(¢) < (Mjax'(tz), pér t>t¢,.
a(t)

(6.40)

(6.41)

(6.42)

Me integrimin e (6.42) tregojmé se x(¢) > o, kur ¢ — oo, ¢ka éshté n€ kundérshtim

me supozimin se x(z) > 0.
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7.Teorema oshilacioni te ekuacioni diferencial jolinear

i rendit té dyté

Duke u thelluar n€ pércaktimin e kushteve té cilat garantojné zgjidhje oshiluese té
ekuacioneve diferenciale té rendit t& dyté, si dhe né mbéshtetje té rezutateve té arritura
nga shumé autoré, né kété pjesé kam konstruktuar disa kritere t€ oshilacionit pér
ekuacionin jolinearé diferencial t& rendit t€ dyté t€ cilat mbulojné disa rezultate tani mé

té njohura . Béhet fjalé pér ekuacionin e formés
(a(@®)u' 1))+ p() f (u(g(®) =0 (7.1)

zgjidhjet e té cilit do t€ studiohet né kushtet

a)a e C(t,,»), a(t) >0, Tal(t)dt=oo

fy

b) p(t) e C(ty,), p(t)>0
¢) f(x) € C((=o0,)), xf(x) >0 pér

x#0, feC'(R,), R, =(-0,—D)U(D,©), D>0
d)g(t)>0, g(t)e C'((¢,,%)), ku g(t)<t, t,eR", g'(t)>0, g(t) > o kur t—> o,
Qéndron hipoteza se ekuacioni (7.1) posedon zgjidhje jotriviale né (z,,0). Zgjidhje té&
(7.1) themi se éshté funksioni x(¢) , ¢t €[z, ,0) < (¢,,0) 1cili ka derivate deri te rendi i
dyté té vazhdueshém dhe e plotéson ekuacionin (7.1) né [f ,o) ku ¢ 2>7,2>0.

N¢é vazhdim po japim njé rrjedhim t€ lemé€s shumé té€ njohur t& Kiguradzes t€ paraqgitur

né [12] e cila i kushtohet ekuacionit (7.1) pér rastin kur a(?)=1.
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Lema 7.1][3]: Le té jet€ u(?#) zgjidhje e ekuacionit (7.1) ku a(z)=1 , at€heré ekziston
7 >t, ashtu q€¢ u(Hu'(r) >0, u(t)u'(t)<0, pért>7.
Nén supozimin se vlejné kushtet b) — d) n€ [3] éshté prezentuar njé kriter oshilues pér

ekuacionin (7.1) pér rastin kur a(z)= 1, pra pér
u'' () + p(0) f(u(g(®) =0 (7.2)

Teorema 7.1.[3] Le t& gjéndet konstanta k>0 ashtuqé f'(x)=k, pérg¢do xe R,.

Nése

T[T p(s)ds]ds, = oo (7.3)
dhe

I(tpa) - 4tg,1(t) D)ds]ds, oo (7.4)

at€heré ekuacioni (7.2) &shté oshilues.

Vértetim: Supozojmé se u(¢) €shté zgjidhje jooshiluese e ekuacionit (7.2) né kushtet e
theksuara mé sipér.

I.Le t& jete u(t)>0. Atéheré duke u bazuar n€ leménl. , marrim
u'(t)>0,u""(t)<0, pér te(r,o),7>t,.
Pérkufizojmé funksionin

W (1) = tu' ()

= , ,0). 7.5
Futgy” (<O (7.3)

Nése diferencojmé W (¢) dhe pérdorim (7.1), fitojmé

AW WO )y L @EOR (@) O
di f (g

Meqé u"(t)<0 kemi u'(z) éshté funksion zvogélues , prej nga kemi
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u'(g()2u' (7).

Rrjedhimisht,
O VO _ -y L OO
dt S (u(g®)

- @ YA (u(git))g' 0)

Né vazhdim ,do té tregohet se (7.3) implikon u(t) > oo, kur ¢—o0. N€ t& kundértén ,
nén supozimin se u(¢) &shté i kufizuar nga sipér d.m.th. wu(t)e{x,B) ,ku o >0.Duke
pérdor vetité e g(¢), mund t€ marrim se u(g(¢)) e{x,B). Meqé€ u'(¢) €shté pozitiv dhe

zvogélues konkludojmé se limu'(r) ekziston dhe éshté i fundém. Tani , nése
[—>0

integrohet barazimi (7.2) prej ¢ deri o, kemi
()~ (1) == pls)f (g5
Duke pérdor vetité e u(t) , fitojmé
W (0)2 [ plo) (g (s)ds.
Nga kushti qé plotéson funksioni f(x) marrim f, = ug]ig > fw), f,>0.
Atéheré
w02 1, pls)ds.

Nése integrojmé inekuacionin e fundit , fitohet njé relacion i cili €shté n€ kundérshtim me

(7.3). Prandaj konkludojmé se u(t) >, kur ¢— . Prej nga marrim u(g(t)) e R,, pér

¢do ¢ mjaft t& madh. Lehté vérehet se kushti f'(u(g(¢)) >k implikon

AW W
t

— () - W) 28 kg ®) (7.6)
d
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@s—w(mg‘%)k(—(wm— Ly :

+
2¢' (k" A1)k’

)5

prej nga

IO < ey +

ok (7.7)

Integrojmé (7.7) prej ¢, deri ¢

1
4g'(s)k

W () <W (1)~ [ (sp(s) - )ds .

NEé relacioni e fundit pér ¢ — oo, fitohet W (¢) > —oo g€ €shté n€ kundérshtim me faktin
se W()>0.
2. Pér u(t) <0, trajtohet né ményré té€ ngjashme si né rastin u(r) >0 .

Né mbéshtetje t€ kétij rezultati dhe duke pérdorur funksionet pozitive t€ Philos né
vazhdim paraqes disa kritere oshilacioni pér ekuacionin (7.2).
Njé teoremé mé e pérgjithésuar pér zgjidhjet oshiluese té€ ekuacionit (7.1) nén kushtet e

cekura me siper a), b), ¢), dhe d) &éshté kontribut i kétij punimi t€ cituar nga [23].

Teorema 7.2 [23]. Supozojmé se plotésohen kushtet a) - d) dhe ekziston njé konstante

k>0 etilléqé¢ f'(x)>k pércdo xeR,.

Nése

:f[a(il):f p(s)ds]ds, = oo (7.8)
dhe

I(g(t)za(t)—%)dt — oo (7.9

atéheré ekuacioni (7.1) &shté oshilues.
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Vlen té theksohet se pér g(z) = t q€ &shté njé€ rast i ekuacionit (7.1) teorema né fjalé

mbulon pohimin e paraqitur n€ teorema 1 .

Vértetim: Nisemi nga e kundérta , qé u(?) €shté zgjidhje jooshiluese e (7.1).

Pér kété arsye le t& marrim u(2)>0 . Atéheré nga ekuacioni (7.1) marrim
(a(®)u'(1))'=—p(1) f(u(g()) <0,

meq€ funksioni a(?)u'(¢) éshté zvogélues nga kushti a) funksioni u’(?) Eshté

zvogélues dhe pozitivné e (r,0), 7>, (shih[9]).

Definojmé funksionin pozitiv

_ a(@u'(0)
Su(g()’

Diferencojmé W(t) dhe pérdorim (7.1) sirrjedhojé kemi

aw() _ a(t)u (t))_ _p(D)g(t) + Lau' g W) fu(g)u'(g()g' ()
dt f (u(g(®) S (u(g(®) S (u(g(®)

Nga g(t)<t,meqé u’(t) (Teorema 1.[3]) éshté funksion zvogélues , vérejmé se

W(t) € (t,,) (7.10)

ka vend inekuacioni i méposhtém

u'(g(#) 2 u' ().

Duke e pérdorur kété , marrim

aw@ _ _p(0g(t) + wng'®) W)/ w(g)g'(1)
dt g(®) g(®)a(?)

N¢é vazhdim nga kushti " (u(g(¢)) > k , kemi

dw (1) Wng' ) W Okg'(®)
a PO T e (-0

prej nga fitojmé

dw(n) ke' () a(t) _a’®

7 -p()g()— ()(){[W() 4k2}
aw(t) a()g'(®)
— < —p(t)g(t)+—4kg( 5 (7.12)

Tani tregojmé se (7.8) implikon wu(f) - o kur ¢ — oo. Supozojmé té kundértén se
u(t) &shté 1 kufizuar nga sipér , d.m.th. u(¢) e (a,B), kur «a > 0. Duke pérdor vetité e

g(¢) , mund té supozojmé se u(g(?)) e{a,B). Meqé u’(t) &shté pozitiv dhe zvogélues ,
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kemi limu'(#) ekziston dhe €shté i fundém. Nése integrojmé ekuacionin (7.1) prej ¢

t—

deri oo , marrim
' ()a() —u'()a(t) = =[ p(s) f (u(g(s)ds,
pérdorim vetit€ e u’(¢) dhe kemi

u'(D)a(t) 2 [ p(s)f (w(g(s)ds

0> [ )/ utetonas.
Shénojmé f, = n(ﬁnﬂ)f(u) dhe meqé¢ f'>0 kemi f,>0.
Atéheré ka vend mosbarazimi i méposhtém
. 1.7
w0zt j p(s)ds .

Duke integruar né inekuacionin prej ¢, deri ¢, fitojmé relacionin e méposhtém

1
a(sy)

B2u®)> f, [ (—— [ p(s)ds)ds, .

Kur ¢ — o0, inckuacioni i fundit &shté kontradiktor me kushtin (7.8) té teoremés toné .
Prej nga konkludojmé se u(f) > kur ¢t—>ow. Pra, u(g(t)eR, ,pérc¢do ¢ mjaft té
madh .

Tani vérehet lehté se kushti  f'(u(g(¢)) >k implikon (7.7) i cili n€se integrohet prej ¢,

deri ¢, kemi

N _alg'(t)
W) <W(1,) j (P == =t

prej nga kur ¢ -, fitopmé W () > -0 , qé &shté né kundérshtim me faktin se
funksioni W()>0 .

Pér u(?)<0, rasti mund t€ trajtohet né ményré t€ ngjashme sikurse pér u(z)>0
pra, vértetimi u kompletua.

Nése né teorema 1. marrim a(z) =1, fitohet rezultati i prezantuar né [3].
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Duke u bazuar né rezultatin e fituar mund t€ vérejmé nj€ kriter oshilues g€ lehté
verifikohet pér ekuacionin (7.1) né€ rrjedhimin né vazhdim .

Rrjedhim 7.1[23]. Supozojmé se kané vend kushtet nga a) —d) dhe (7.8). Le té
ekzistojé konstantja k>0 etillé g€ f'(x)=k pér¢do xe R, dhe

lminfr € OPO, 1

oe gl (Dat) 4k 0

atéheré ekuacioni (7.1) &shté oshilues.
Pér a(t)=/>0  kemirrjedhimin 2.5 né [3].
Vértetim: Me njé kalkulim té thjeshté tregohet se inekuacioni (7.13) implikon (7.9).

Rrjedhim 7.2[23]. Supozojmé se kané vend kushtet nga a)— d) dhe (7.8).

Nése vlen
[ ——a(t) =0
;[(tp(t) ks )dt = (7.14)

atéheré ekuacioni
(a()u' (@) +p@) f(u(t)=0
éshté oshilues.

Vértetim: Lehté vérehet se (7.9) mund té reduktohet tek (7.14) nése marrim g(?)=t.

Me involvimin e funksioneve te Philos né vazhdim paraqiten disa kritere oshilacioni per
ekuacionin (7.2).

Teorema 7.3 [25]. Supozojmé se vlen a), b) dhe c) . Le t€ gjendet konstanta & >0
ashtu q¢ f'(x)>k, VxeR, . Gjithashtu plotésohet edhe relacioni (7.3) . Nése ekziston
(a,b) c[ty,®),c (a,b), ashtu qé

1
H(c,a)

1
H(b,c)

c b
J.H(s, a)sp(s)ds + J.H(b, 8)sp(s)ds >
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1 "(shz(s,a)—1/11r(s,a))zds+ 1 ’(shz(b,s)—w/H(b,s))zdS (7.15)
H(c,a) ' 4kg'(s)s H(b,¢) g 4ksg'(s)

at€heré ¢do zgjidhje e ekuacionit (7.2) &shté oshiluese.

Vértetim : Supozojmé t€ kundértén , pra u(?) &shté zgjidhje jooshiluese e ekuacionit
(7.2), themi u(z)#0 né [z,,0) .

Nga Teorema 1. nése inekuacionin

awey _we o kg'(t)
” < ; tp(t)—W=(t) p (7.16)

e shumézojmé me H(z,s) dhe integrojmé prej ¢ derit , ku te(c,b),se(c,t) ,

kemi

W' H (L)
s

J.H(t, s)sp(s)ds < —J.H(t, W' (s)ds + J.H(t,s)wds - J.
s

.[H(t,s)sp(s)ds <H(t,s)W(s)— .[ W(s)h,(t,s)\H(t,s)ds — .[H(t, W' (s)ds +

t [ 5 '
+ j H(t,s) W) ds — J‘ W= (s)kg'(s)H(2,5) i
c s ¢ S

H(t,s)
t t ; (hy(t,8)\H(t,s) ————
'[H(t,s)sp(s)ds <H(t,s)W(s)— I[JMW(S) +l 2 *—1ds+
s

2 [H(t,5)g' (s)k
)

t (hy (2, S)\/H(T—H(;’S))Z

1 TR I

N

2
(shy (t,5) = H(t,5)) s (7.17)
4ksg'(s)

J.H(t, s)sp(s)ds < H(t,s)W(s)+ J.

Tani, nése pér +—>b_ né (7.17) dhe pjesétimit ané pér ané me H(b,c) , marrim
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1 ’(shz(b,s)—w/H(b,s))zd

H(b,c) g 4ksg'(s)

H(b 5 J.H(b $)sp(s)ds <W(s)+

(7.18)

Nése (7.16) shumézohet me H(s,?) dhe integrohet mbi (¢,¢) ,ku te(a,c),se(t,c) ,

kemi

c t t t o2 ,
'[H(s,t)sp(s)ds < —'[H(s, OWw' (s)ds + '[H(s,t) W) ds — J. W (s)kg (S)H(S’t)ds
s

N

.[H(s,t)sp(s)ds <—H(c,t)W(c)+ .[W(s)hl (s,0)4/ H(s,t)ds +

+'[H(S,t) W (s) ds—IWZ(S)kg'(S)H(S’t)ds
s

N

<s r)
(A, (t,5)\H(s,1)
j H(s,0)sp(s)ds < H(e. ()W (s) — j [ ZHee) S)"g S5y 4L

/H(s t)g (s)k

c (hZ (t, S)\/m_l—l(j’t))z

[ YT, I

N

Prej nga

 (hy (6, H (s,0) —H‘j’”)z

s SO [ gy

N

Nése né€ (7.19) marrim ¢ —>a” dhe pjesétohet me H(c,a) , fitojmé

1 (shz(s,a)—le(s,a))zd

H(c,a)* 4kg'(s)s

1
H(c,a)

.[H(s, a)sp(s)ds <W(s) +

Nése inekuacionin (7.18) ia shtojmé (7.20), fitojmé relacionin né vijim:

(7.19)

(7.20)
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1
H(c,a)

1
H(b,c)

c b
'[H(s, a)sp(s)ds + .[H(b, 8)sp(s)ds <

1 Ji(shz(s,a)—1/H(s,a))zds+ 1 j.(shz(b,s)—,/ﬂ(b,s))zds

- H(c,a) 4kg'(s)s H(b,¢) 4ksg'(s)

a c

Relacioni i1 fundit ésht¢ né€ kundérshtim me kushtin (7.6) , prandaj , ¢do zgjidhje e
ekuacionit (7.2) &shté oshiluese . Vértetimi €shté i kompletuar.

Nése H(t,s)=(t—s)*, t>s>t,,ku A >1, marrim ;

Rrjedhim 7.3[25].Supozojmé se vlejné kushtet a),b),c), (7.3) dhe f'(x)>k >0, até€heré

cdo zgjidhje e ekuacionit (7.2) éshté oshiluese pér A >1 , nése qéndrojné inekuacionet:

. 1 f t (s =) 2 (sA - (s —¢))?

hl;?_i?pb_’l {'[ (s — )" sp(s)ds — .! Thg'(5) ds} >0 (7.21)
dhe

U I (=9 (sA=(b=5)’

hl;?_i?pb_’l {.[ (b —5)"sp(s)ds — .! 2he'(5) ds} >0 (7.22)

Vértetim: Nga (7.18) , marrim

1
H(b,c)

1 ¢ (shy(b,s) —,/H(b,s))zds

Wi(s)=
H(b,c)* 4ksg'(s)

b
'[H(b,s)sp(s)ds -
si dhe pér
L
H(t,s)=(t—s)" ,kemi & (t,s)=h,(t,s)=A(t—s)?
prej nga

c)’lf2 (sA—(s— c))2
4kg'(s)

b b
lim sup%{'[ (s — ) sp(s)ds — J' (5= ds} >0
b—o b . .

Ngjashém prej (7.20) marrim inekuacionin (7.22). Me két€ vértetimi u kompletua.
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Teorema 7.4[23]. Supozojmé se kané vend kushtet nga a) - d) dhe f'(x)>k>0

géndron pér ¢ >t¢,. Nése ekziston (a,b)c [to,oo), c € (a,b) tétillé qé

1

H(c.a) f {H(s,a)p(s)g(s) 4hg'(5) ¢, (s,a)}ds +
g(s)a(s)  »

ku
¢1(s,r>=h1(s,r>+%s))\/ﬂ(s,r>
g(s

b (6.5) = y(t,5) - 5 JH(@s)
g(s)

atéheré ekuacioni (7.1) &shté oshilues.
Vértetim : Supozojmé t€ kundértén d.m.th. x(?) zgjidhje jooshiluese e ekuacionit (7.1),
themi  x(¢) #0 né [¢,,00) pérndonjé ¢>¢,. Nga (7.7) nése até e shumézojmé me

H(s,t) dhe integrojmé né (¢,c) pér ¢e€la,c) dhe se(t,c], marrim

[ 77 ()kg'(s)

=—H(t,s)W(c)— J.{ H(s,t)+¢,(s,0)\ H(s,t )W (s)}ds

7 g(s)a(s)
—HW Q) - [ () A0 ] e T [ESE D s + j 00 E 0 s
) 1t 5 g(s)als)
H(tsW () + j 6 (5.1) o) ds (7.24)

Né (7.24) pér t —>a" dhe pas pjesétimit me H(b,c) ané pér ané fitohet

4H(b,a)'[¢l (S,a) kg'(s) dS (725)

Nga ana tjetér , nése shumézohet (7.7) me H(t,s) dhe integrohet mbi [c,?) ku

H(b, )J.H(s a)p(s)g(s)ds < —W(c)+

tele,b) pér selc,t), kemi
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£ W2 (s)kg'(s)
=—H(t,cW(c)- [ {—222 22
(eie) I { g(s)a(s)

g(s)as) ,
kg'(s)

Nése t—>b né (7.26) dhe pjesétohet me H(b,c), at€heré

H(t,s)+¢,(s,0)\ H(t,s)W(s)}ds

< H(t,e)W(c) —%j(z)j(t,s) (7.26)

4H(b,c)~[ 9, (b.s) kg'(s) ds (7.27)

Me mbledhjen e (7.25) dhe (7.27) marrim inekuacionin né€ vazhdim

_g(®)a(s)
4kg'(s)

H(b, ).[H(b $)p(s)g(s)ds <W(c)—

q)lz(s,a)}ds +

g(s)a(s)
4kg'(s)

J {P(5)($)H (b,5) 222224, (b,5)}ds < 0 (7.28)

H (b )
Inekuacioni i1 fundit €shté kontradiktoré me kushtin (7.23) , prandaj ¢do zgjidhje e
ekuacionit (7.1) €shté oshiluese. Vértetimi u kompletua.
def
Nése H(t,s)=H(t—s) atéheré¢ h(t—s)=h,(t—s)=h(t-s).
Teorema 7.5[23].Supozojmé se kané€ vend kushtet nga a) - d)dhe f'(x)>k >0. Nése
pér t>t, ekzistojn€ numrat a, ¢ ; t<a<c , tétillé q¢ pér H € X vlen
o s)a(s s
[{1p()g() - p2c—s5)g2e—5)H (s-a) - i(k) (( ))( g,(( ))\/H( @) -
g(2c—s)a(2c—s)
4kg'(2c —s)

(s —a)+-2CC=9) TH(s—a)) 1ds >0 (7.29)
g'(2c—ys)

atéher€ ekuacioni ( 7.1) €shté oshilues.

Vértetim : Nése c € (a,b) dhe 2c=

Tani pérdorim
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a+b

j w(s)ds = j w(2¢ —s)ds ose j F(t)dt = j fla+b—s)ds

a+b

2

né (7.23), fitojm€ (7.29) . Vértetimi €shté 1 kompletuar.

Shembull 7.1[23]: Marrim ekuacionin trivial diferencial jolinear t€ rendit t€ dyté

X (t)

EDyve (x(& )(1+)C (—)) 0

ku a(t)=e”', p(t)=e" dhe f(x)zx(l+x2), f'(x)=1+3x>>1.

Meqé ka vend barazimi

00

'[ [ef '[ e'ds]dt =
dhe
1 e”
T g'(na() 2°
{(g(ﬂzﬂf) ik )t-—j( 4k>av

qé sipas teoremés, (7.1) ekuacioni €shté oshilues.

Njé arritje tjetér sa i pérket zgjidhjeve oshiluese té€ ekuacionit (7.2) prezenton edhe
teorema né vazhdim.

Teorema 7.6[25]. Le té jet¢ A>0 ,ku f'(x)>k pére¢do xeR,. Supozojmé se vlen
(7.3), atéheré€ ¢do zgjidhje e ekuacionit (7.2) éshté oshiluese nése ekziston wu e Cla,b]
qé plotéson u'(¢) € L*[a,b], ku u(a)=u(b)=0 dhe

25%u'(s) — u(s)

ey 0. (7.30)

b
[l G)sp(s) -

Vértetim : Supozojmé t€ kundértén , pra u(?) zgjidhje jooshiluese e ekuacionit (7.2) ,

themi  u(1)#0 né [z,,0) . Né ményré t€ ngjashme si né vértetimin e teoremés 2 ,
shumézojmé inekuacionin (7.16) me u’(¢), dhe integrojmé né respekt t¢ s prej a deri

né b dhe pérdorim wu(a)=u(b)=0, arrijmé né relacionin
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b b b2 b
qu (8)sp(s)ds < —'[uz (sW'(s)ds — IW—(S)uZ ($)kg'(s)ds + qu (s) ma’s
s s

a a a

b b
qu (s)sp(s)ds < 2'[u(s)u'(s)W(s)ds —'[ (s ) 2(s)kg'(s)ds + '[u (s)—(s)d

a

ba 2 1N
I w? (5)sp(s)ds < - j L E D uts) - () - 2 s [ ) ‘;,:;.)(S)”“)ds

prej ku

. . 25%u'(s) — u(s)ds

'[u 2(s)sp(s)ds < '[ 2hg' )

a

252u'(s) — u(s)

1ds <0
2kg'(s)

b
'[[u 2(s)sp(s)ds —

qé éshté né kundérshtim me kushtin (7.30), pra rrjedhimisht ¢do zgjidhje e ekuacionit
(7.2) éshté oshiluese. Vértetimi &shté 1 térésishém.
Ne vazhdim vertetojmé kritere oshiluese pér ekuacionin e formés

(r()g(@(x()x' () +q(t) f (x(2)) = 0 (7.31)
té cilat né raste t€ caktuara t& funksionit g , mund té aplikohen edhe né ekuacionet
(7.1) dhe (7.2).
Nén supozimin se vlen
Ay) r(t) e C([¢,,)), r(t) >0, for t=1,,
Ar) f(x)e C(R), xf(x)>0, for x=0,
Az) g(x)eC(R), , for xeR,

Ag) q(t) e C([t,,)), q(t) >0 for =1,
vertetojme :
Teorema 7. 7[64]. Le t€ gjenden konstantat &, m, M , ashtu ¢ :

FL02k>0 ,0<m<g()<M (7.32)

62



dhe

hy(t,s)r(s)M
4k*?

lim sup

ds =0, 7.33
n s ( FSt )ds (7.33)

j (q(s)H (t,5) -

at€her€ ekuacioni (7.31) éshté oshilues .
Vértetim : Supozohet se  x(t) &éshté zgjidhje jooshiluese e ekuacionit (7.31). Atéheré
ekziston ¢, ,ashtuqé x(z) =0, pér ¢>¢,.

Pérkufizojmé

r(0g(e(x()x'(®)
S (o(x(2))

Tani nga (7.34), duke konsideruar (7.32) dhe (7.31), kemi

w(t) =

, pér t>t,. (7.34)

q(t) < -w'(t)—

w (z‘)k2
o (7.35)

Shumézohet (7.35) né t&€ dy anét me funksionin e njohur pozitiv H(¢,s) dhe integrohet
prej t, deri ¢, fitojmé

jq(s)H(t,s)ds SH(t,t)w(t,)— j w(s)h, (t,s)\| H(t,s)ds —

) )

_"[wz (t,s)kZW/H(t,s)d
rM >

)

[wkw/H(ts It s)J_ j J-h (1, s)r(s)M
NF(S)M

j q()H (t,s)ds < H(t,1,w(t,) - j

)

prej nga

hy (t,8)r(s)M
4k?

.5~ )ds < wi,y) (7.36)

H(ao)

gj€ g€ nga (7.36) rrjedh se
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h, 2(t,9)r(s)M
k2

lim sup

nsi ( ) J(q(s)H(t)

)ds

éshté e kufizuar, cka éshté njé kundérshtim me kushtin e dhéné né teoremé.
Lema 7.2[64]. : Le t& jené 4,4, € C([t,,),R),ku 4, >0 dhe weC'([t,,),R).

Nése ekziston (a,b) c[¢,,0) dhe ce(a,b), ashtu qé

W\(£) < —A, (£) — A, ()W (¢) (7.37)
atéheré
e '[(H (s,a)4, (S)_a T I(SATZ()h) s, a))dSJr
1 __H“ '(b,s)h, *(b,s)
00 )J.(H (b, )4, (s) ) )ds <0 (7.38)

Metoda Ricati 1 kushton kujdes t€ veganté pércaktimit t& funksioni w i cili pérbéhet nga
koeficientét e barazimit (7.31) si dhe t€ ndonjé funksioni qé plotéson kushte té caktuara.
Vértetim : Nése shumézohet ekuacioni (7.37) me H“(¢,s)> 0 dhe integrohet prej ¢

deri ¢ , marrim

jiH“ (s,))w'(s)ds < — jiH“ (s,0)A4,(s)ds — j;H“ (s,)w*(s)ds

prej nga

jiHO’ (s,0)A,(s)ds < —w(c)H“(c,t) -

2

H 2 (s h,(s,1) ta’ H ' (s,0)h (s,0)
NH(5,0) A4, (s)w— 5 m ds+! 2 4.(5) ds

~

Nése ¢ — a" dhe pjesétohet me H”, kemi
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1 ¢, _a_z H " (s,a)h,(s,a) B
e j [H (5,0)4y(5) = e sts w(c).

(7.39)

Ngjashém , nése ekuacioni (7.37) shumézohet me H“(¢,s)>0 dhe integrohet prej ¢

deri ¢ , fitojmé

jH“ (s, )W (s)ds < — jH“ (s,0)A4,(s)ds — jH“ (s,0)w*(s)ds
prej nga

jH“ (s,0)A,(s)ds < w(c)H* (t,c)—

2
t

c V Al (S) t 4 Al (S)

Nése t — b dhe pjesétimit me H“*, kemi

1 I[H“%,c)Ao(s)—“—zHal(b’c)hl(b’c) < w(e)

H(b,c) 4 JA (5)

N¢ fund nése i mbledhim (7.39) dhe (7.40) , fitojmé (7.38).

c

| H"(r,s)Al(s)w(s)+%H ~ 9k (5,5) ds+j“—2H T ©5) 40

(7.40)

65



8. Kritere oshilacioni pér ekuacionin diferencial jolinear té rendit té

dyté me kufizé é shuhet

Zgjidhjet oshiluese té ekuacionit diferencial t€ rendit t&€ dyté té formés

(r(Ox' (@) +p(O)x'() +q@) f(x(g(0) =0 121, 8.1)
kané gené studivar nga njé numér i madh autorésh dhe jané pércaktuar kritere té
natyrave t€ ndryshme . Kontribut i kétij disertacioni jané edhe disa teorema té vértetuara
né vazhdim té€ cilat duke u mbéshtetur n€ kushte té caktuara pércaktojné zgjidhjet
oshiluese t€ ekuacionit (8.1) . Koeficientét e ekuacionit ploté€sojné kushtet :
A)) reCllt, )R], p,qeCllt,,©),R], ge<C'([t,,»),(0,)),

g'(x)=21>0, g(x)=0.

A,) xf(x)>0,for x=0 ;
A;) f funksion me derivat t€ vazhdueshém dhe ploté€son pércdo xe R ,
f'(x)=k>0.
Né vazhdim po japim njé pohim i cili na ndihmon né nxjerrjen e rezultateve ge i takojné
barazimeve té kétij lloji.
Lema 8.1[64]. Supozohet se funksioni @ e C'((¢,,%),(0,%) plotéson inekuacionin

w'(2) < —a(t)+ BOyw(®) -y (t)w’ (1) (8.2)
pér ¢do interval (a,b) € I , ku funksionet a € C(I,R), f € C(I,R), y € C({,(0,+x)

dhe 7=(t,,0). Atéheré pérndonjé HeW , a>0 vlen
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1

'[H“” (a, S)[a(s)——(,B(s) (a+Dh(s,a)H 2(s a))lds +

Ha+1( 4 ( )

1

ij“ (b,s)[a(s) ——(,B(s) +(a+1D)h,(b,s)H 2 (b s))}ds >0 (8.3)

4y(s)
Rezultatet né vijim géndrojné pér f(x) funksion monoton.
Teorema 8.1[64]. Supozohet se vlejné (A,), (A,), (A;) dhe pér ¢do c € (a,b) dhe pér

¢do HeW,veC'(t,,),(0,0), a >0, nése

1

j H (s,a)q(s)v(s) - 2O V) PO iy (s,a)H 2 (s,0)) 1 +

H‘”+1 4kg'(s) v(s) r(s)
arl w(sr(s) V(s) pls) 5 2
H"‘“ b)) '[ H* (b,s)[g(s)(s)— 240) ( o 6 (o+Dhy(b,s)H *(b,s)) 1ds>0 (8.4)

at€her€ ¢do zgjidhje e ekuacionit (8.1) ka s€ paku njé zero né (a,b).

Vértetim : Supozohet se ekziston zgjidhja x(z) e ekuacionit diferencial (8.1) e cila nuk
ka zgjidhje né€ intervalin (a,b) me fjal tjera ka shenjé konstante né até interval. Pa
humbur né pérgjithésim , supozohet se x(z) >0 pér¢do ¢ € (a,b).

Pérkufizojmé funksioni npozitiv

Ay r(t)x'(t) ) 25
w(t) ()f( =)’ >t (8.5)

diferencojmé (8.4) dhe pérdorim (8.1) marrim

\ V(1) p() S'(g(x(2))g' (x(?))
w(t)=—= 0 w(t) — ()W(t) V(g (1) —w(t) O

prej (A,), (Ay), fitojmé

w6 <7Dty = 2D ity —v(0)q () - w (1)

8.6
v(t) r(t) v(O)r () &0
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Shumézojmé (8.6) me H“*'(s,t) dhe integrojmé né respekt t& s, prej ¢ deriné c ,

pér € (a,c], ne arrijmé

'[H“” (s,)v(s)q(s)ds < —H“*' (s,

(Tt f (o + 1) H* (s,0)h, (s,0)y/ H (s, )w(s)ds —

kiw? (s)

v(s)r(s)

v'(s) _ p@)

Jr 0 Ws)  r(s)

t

d '[HaJrl( )(

)ds

dhe

jiH‘“l (s,0)v(s)q(s)ds < —H "' (c,t)w(c) —

S wsWkl 1 [v(s)r(s) v'(s)  p(s) L
J H* (s5,0)[ or 2V (V(S) r(s)+(a+l)hl(t,s)H (s,0)]>ds +

[ (5, MO POy yyp (5,007 5,007

4kl " v(s) r(s)

prej nga

jiHo”1 (s,0)v(s)q(s)ds < —H“*' (c,t)w(c) +

j’ H™ (5.1) v(s)r(s) [V'(S) _pB) . (a +Dh(s,0)H *(s,0)]ds (8.7)

4kl " v(s) r(s)

Le té marrim ¢ — a* né (8.7) dhe pjesétojmé até me H“"'(c,a), fitohet

1

H e | s -

1

[ as v(s)r(s) v'(s) p(s) - 2
'[H (s,a) A [v(s) — o) +(a +1)h,(s,a)H *(s,a)]"ds }S -w(c)  (8.8)

Né anén tjetér , nése shumézohet me H“*'(t,s) relacioni (6) dhe integrohet i njéjti prej

¢ deriné ¢, kemi
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jH‘“l (t,5)v(s)q(s)ds < H*" (t,c)w(c) +

v(s)r(s) [V'(S) _pr®)

TR r(s)—(a + Db, (t,5)H 2(t,5)]’ds (8.9)

'I[Howrl (t,S)

Gjithashtu, le té marrim ¢ — b~ dhe shumézojmé até me H**'(b,c), kemi

1 a+l _
—H‘“l . ){'[H (t,s)v(s)q(s)ds
ol v(s)r(s) v'(s)  p(s) = 2
'[H (b,s) YTT [v(s) o) (a+1Dh,(b,s)H *(b,s)]"ds} <w(c) (8.10)

Nése mbledhim ané€ pér ané ekuacionin (8.8) dhe (8.10), fitojmé inekuacionin si mé

poshté
ol v(s)r(s) V'i(s) p(s) = 2
H‘“l '[H (s,a)q(s)v(s)— 4kg'(s) (v(s) 5) +(a +Dh(s,a)H *(s,a))” lds +
ol v(s)r(s) v'(s) p(s) = 2
H‘“l . )'[H (b,s)[q(s)v(s)— Sk (5) (v(s) o) (a+1Dh,(b,s)H *(b,s)) 1ds <0

i cili éshté né kundérshtim me kushtin (8.4) , prej nga rrjedh se ¢do zgjidhje e ekuacionit
diferencial (8.1) ka s€ paku njé zgjidhje né intervalin (a,b). VErtetimi i teoremés Eshté i
térésishém.

Rezultati n€ vazhdim éshté nj€ nga vargu i rrjedhojave t€ teoremés 1.

Teorema 8.2 [64]. Supozohet se vlejné kushtet (A,), (A,), (A, ). Le t€ marrim se pér cdo
t>t, ekziston ve C'([t,,),(0,0)) dhe numratrealé a, b, t,<a<b ,pérndonjé

H eW dhe ce(a,b) tevlej relacioni (8.4) , at€heré ekuacioni (8.1) &shté oshilues.
Vértetim : Le t€ vézhgojmé vargun e numrave realé , ¢, <¢, <t, <..., g€ plotésojné

t, >, kur n—oo.Ngakushtet e teoremés , pér ¢, , ekziston funksioni
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ve C'([t,,»),(0,0)) dhe njé dyshe numrash realé a,, b,, ¢, <a, <b, ashtuqé , pér

¢cdo HeW dheg¢do ¢, e(a,,b,), vlen

V(s)r(s) V'(s) _ p(s) = 2
g (5) Ws) iy T @O a)H H(sa, ) s+

1 ¢ o+l _
m '[H (s,a,)q(s)v(s)

b
n n a,

R U e ()
iy b )

Tani, nga rezultati i teoremés 1, njé zgjidhje x(z?) ka sé paku njé zero né€ intervalin
(a,,b,).Pér a, > dhe b, > kur n— oo konkludojmé se vargu i zerove tenton

né pambarim kur n — o pér zgjidhjen x(¢) . Prandaj konkludohet se ekuacioni

diferencial (8.1) &shté oshilues.

Rrjedhim 8.1[64]: Le té€ supozohet se vlejné A,, A,, A, . Nése

1

}i_l)gsupj;H“” (s,@) p(s)(s) — V(Z)];(S) [Vv((j)) - l:((j)) +(a+Dhy(s,a)H 2(s,a)]}ds >0 (8.11)

dhe

lim sup { H (b,s) {(M(s)(s) - V(Z)];(S) [Vv((j)) - ’: ((j)) — (ot + Dy (b,$)H 2(b,s)]}ds >0 (8.12)

péredo He X, veC'([t,,©),(0,0)) dhe pér¢do k >1,, atéheré ¢do zgjidhje e

ekuacionit (8.1) éshté oshiluese.

Vértetim: Pér k>t ,prej (8.11) né€se marrim k =a, dhe c>a ,ne kemi

1

; C o+l _ v(s)r(s) V'(s) B p(s) =
H () '[ H*" (s,a) {(s)q(s) T [v 5 o) +(a+Dh(s,a)H *(s,a)]}ds>0 (8.13)

a

Prej (8.12) pér k =c dhe pérndonjé b > c, kemi
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V(s)  pls) >

V(S)F(S) —(a+Dhy(b,s)H *(b,s)]ids >0 (8.14)
ws)  r(s)

j H(b,5) fs)q(s) - [

Ha+1 (b )

Nése mbledhim ané€ pér ané (8.13) dhe (8.14) ,fitojmé inekuacionin e teoremés 1. Tani
vértetimi €shté 1 kompletuar.

Teorema n€ vazhdim jep njé€ kriter tjetér oshilimi pér ekuacionit (8.1) .

Teorema 8.3[64] : Supozohet se vlejné A,, A,, A; dhe H € X . N&se ekziston

funksioni R € C([t,,%),R") , R,peC'([t,,©),R") dhe

HGOLOTON.

lims pHaH( )jH‘” (t,9)(F(s)— i (8.15)
ku
F(s) = p(s)(g(s) —% ~R(s) (8.16)
B(2.5) = (ct + 1)y (65)H 2 (2,5) + p'(s) — 28 4 FIRES) (8.17)

r(s ) r(s)
atéheré ekuacioni (8.1) &shté oshilues.
Vértetim: Le t€ supozohet e kundérta se x(z) €shté zgjidhje jooshiluese né intervalin

[T,0), T >t¢, t&éekuacionit diferencial (8.1). Pa humbur pérgjithésimi mund t€ marrim
x(t)#0. Supozohet se x(¢) €shté pozitiv n€ intervalin [T,0)( rasti kur x(z) <0 , mund

té trajtohet ngjashém )

r(Hx' (1)

Atéheré
téheré nga  w(t) = p(t )[f( =)

+R(1)],

nése derivojmé , kemi

rOx' | o r()x' ()
Ty O PO oy T

duke pérdor kushtet (A)), (A,), (A;) dhe (8.1) ,fitojmé

w(t)=p'(Ol————== ROY
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W6 = p O LOXD_ gy POPOXD iy

Sfg(x ())) S (g(x(1)))
POrOX O (GO COW O | oo
S (g(x(@®))
) R(?) L. ki - R(f)
w'(t) < p'(H)w(t) - 0 w(t)+ p(O)(— = 0 —q(O)+R* (1)) - 00 (t)+—r(t) w(?)
PO K KRO)
F@O)<—w(@t)+ p'()w(t) - ()w(z‘) (t)p(t)w (t)+ s w(t) (8.18)

Shumézojmé (8.18) me H**'(t,s), dhe integrojmé prej T deri t,ku t>T >¢,,
s €(T,t), dhe nése pérdorim (8.17) , kemi

p(s) N kl- R(s)
r(s)  r(s)

jHOHl(l‘,S)F(S)dS < _'I[HaJrl (l‘,S)W‘(S)dS + 't[Ha+1(t,S)(p'(S) _ )W(S)ds —

w’ (s)ds

t o+l l
B R

jH‘“l (t,8)F(s)ds < —H"'(t,5)w(s)

4 j (@ + D) H (t,5)h, (1, )\ H (1, 5)w(s)ds +

p(s) N kl- R(s)

o) o) w”(s)ds

+ j H* (t,5)(p'(s) — Yw(s)ds — j H™\(¢,5)

r(s)p(s)

w? (s)ds

j H™(t,5)F(s)ds < H*" (t, )W(T) + jH I )W(s)ds ~ f H05) r(s>k/l)(s>

K p.s) r(s)p(s)Jz .

J'Ha+1 (t,S)F(S)dS < HO‘Jrl (t, T)W(T) - J.HOHI (t,S){W(S) l"(S)p(S) 2 ki

+ jHa+1( ¢ (t S)I’(S)p(s)
4kl

prej nga
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j H* (t,5)(F(s) —%}ym)dsﬁH“” T <H* ¢, T)\WD| <H*" (6, DWT) (8.19)

Pér t>T >T7,>¢, dhe (8.19), kemi

e -2 LUCLUME I [ I ¢ LUCLOI

)

. f HO (1,5 (F(s) M)d < j H @, s)(F(s)ds+ H* (1,1, (T, )| <

0 fy

H 0,0) [ (F)ds+ H (0,1, )T, ] = H (0,1,)(| (Fls)ds +w(T, )

prej nga
W+() [H“" (t,5)(F(s) - M)d < j (F(s)ds +w(T, )| <oo
}i_I)lgS pHaJrl '[HaJrl(t S)(F( ) ¢ (t S)’;C(S)p(s))d < J‘(F(S)ds+|\/\/(T )|<OO

qé€ &shté né kundérshtim me kushtin e dhén€ né (8.15) . Rrjedhimisht kemi vértetim té
térésishém té teoremés.

Teorema 3. mund t€ formulohet edhe né formé tjetér si né vijim:

Rrjedhim 8.2 [64]. : N€ kushtet e teoremés 3 , nése

ARLOLGI.

: 1 o+l
lim s ijH (£,5)(F(s)~

zévendésohet me

lim su H*'(t,5)F(s)ds = (8.20)

1
500 pHaJrl(,O)'[

dhe plotésohet
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t

. a+l ¢2(ta5)”(5)/3(5) 0
lim sup————— ) j H*'(t,s) o ds < (8.21)

atéheré ekuacioni (8.1) &shté oshilues.

Vértetim : Me njé€ kalkulim t€ thjesht€ mund t€ vérehet se ekuacioni (8.15) nga teorema
3. éshté rrjedhim 1 kushteve (8.20) dhe (8.21) . Rrjedhimisht ekuacioni (8.1) &shté
oshilues.

Shembull 8.1[64]: Konsiderojmé ekuacionin diferencial

() —costr'(0) 4 — (D (L) =0, 150 (8.22)
l+cos ¢t 2 2

Pér r(¢)=1, p(t) =—cost, g(t)z% dhe f(x)=x+x", f'(x)=1+3x>>1=k,

nga rrjedhimi 1, konkludojmé se ekuacioni (8.22) €shté oshilues.
Autori n€ [43] ka prezentuar njé€ kriter t€ réndésishém pér ekuacionin diferencial

jolinearé€ té€ rendit t&€ dyté me kufiz€ q¢ shuhet t€ formés

(a@y (O)x' (1) +pO)x' (1) +q(@) f(x(2)) = 0 (8.23)
ku aeC(t,,©),R,), p,qeC(ty,®),R),weCR,R,) dhe feC'([t,,o),R), nén
supozimin se xf(x) >0,pér x=#0, pér xeR t€vlej f'(x) 2k dhe c<y(x)<c, ku
k,c dhe c, jan€ numra pozitive.
Teorema 8.4 [43] : Le t€ jené dhéné kushtet f'(x) >k dhe c<y(x)<c, , sidhe
bashkésia D ={(t,s)/t =25 >1t,}.Le té¢ marrim funksionin H € (D,R) qé plotéson
kushtet
1) H(t,t)=0,pér t>¢t,, H(t,s)>0, pér t>s2>t,.
i1) H ka derivate parciale ( t€ pjesshme ) jopozitive né D né respekt t€ ndryshores

sé dyté.
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Nése ekziston h e C(D,R) dhe funksioni i diferencueshém

p :[t,,0) — (0,00), ashtu qé

8Ha(t >S) = h(t,s)\|H(t,s), pére¢do (t,s)e D
A
dhe
MW@W)iﬂM»wm (8.24)
1n%n_Hh0JHaggg¢
06)=g)— (o= L0 1
Y(t.t) = H(,0> [a)p() (2 R O SIHES) +ehit.)) .

at€her€ ekuacioni (8.23) éshté oshilues.
Po e japim vértetimin né€ disa hapa, shkurtimisht.
Vértetim : Supozohet e kundérta , se ekuacioni (8.23) ka zgjidhje jooshiluese .Si

zakonisht , pa humbur né pérgjithésim , marrim x(¢) >0,pér t>7,, ku T, >¢,.
Vértetimi pér rastin kur x(z) <0 bé&het né ményré té ngjashme.

Pérkufizohet funksioni

a@y (xOX'(O) o (8.25)
Sy T

W)= p(t)

Diferencojmé ekuacionin (25) dhe pérdorim kushtet e teoremés , marrim

W2(t) + r(OW ()], (8.26)

W'(t) < —p()Q(t) _ci[a(t)/?(f)

ku
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P _ap'(t)

O

Nése ekuacionin (8.26) e shumézojmé me H(¢,s), integrojmé prej ¢ deri 7 , ku

t 2T >T,, dhe pérdorim kushtet 1) dhe (ii , kemi

jH(t, $)p(s)O(s)ds < H@t, TYW(T)—

1 I{ RS 2 () 4 e e, s WH ) + r(8) H@, S)}W(S)}ds =
ar

a(s)p(s)
=HT)W(T)-J(t,T)}+ j% [r(s)le(t,s) +c,h(t, s)]zds (8.27)
ku

J(T)y=— j{ \/ KHS) b ) +J APE) b ) [H 15 + e, s)}}

¢ H@,T)y| \ a(s)p(s) 4k

Tani , inekuacioni (8.27) implikon

1

H(t, TO)[X(z, T,)- 4116 Y(z,To)} < H(t,T,)W(T,) < H(t,1, \W(T,). (8.28)

Né mbéshtetje té (8.27) dhe (8.28) mund té shkruajmé

} J {H(r P0Ls) - “(S)”(S){( WHGs) + ek, sﬂd +

)

+ j {H (t,5)p(s)0(s) — % {r(s)ﬁ H(t,s) +c,h(t, S)} }a’s <

H(taTo){

< H(t,1,) | p()Q(s)ds + H@, 1, )W (T, )

)

pér t>T,, prej nga pérfundimisht marrim

lim sup[ X (1,7,) ——— k Y(1,1,)] < j |p()0(s)ds + H (2,1, (T,).

—
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Meqé inekuacioni i fundit &shté kontradiktoré me ekuacionin (8.24) t€ teoremés ,
konkludojmé se ekuacioni (8.23) €shté oshilues . Teorema u vértetua térésisht.
Duke shkuar mé tej né két€ drejtim Autori n€ [46] pér ekuacionin mé té pérgjithésuar
diferencial jolinearé me vonesa té trajtés

a(®)x' () +p)x' (o () +q@) f(x(g()) =0, 121,. (8.29)
prezenton kété:

Teorema 8.5 [46] : Le t€ jené a, p,q,g,0 € C([t,,%),R"). Nése ekziston funksioni

peC'([t,,»),R"), ashtu qé

o(t)<t dhe o'(t)>0, pér t>1¢,, (8.30)
p'(1)>0 dhe (Mj’ <0, t>1, 8.31)
o'(t)
j p(5)q(s)ds = o (8.32)
minf | 28 ggs L (8.33)
oo alo(s)) e
dhe
00 1 t
tjo PERE) j p(u)q(u)duds = o (8.34)

at€her€ ¢do zgjidhje e ekuacionit (8.29) €shté oshiluese ose x(¢) - o, kur ¢t —> .
Poashtu duke pérdorur krahas kushteve t€ cituara mé sipér edhe kushtin o(¢) <, n€ [26]

autori pér rastet me ose pa vonesa vérteton kété teoremé:

Teorema 8.6 [26] : Le té vlejé
a,p,q,g,0 € C([t,,©),R"), g'(t)>0, '(®) >0, a(r)>0, g(t) >0 (8.35)

feCRR), ufw)>0, pér u#0 (8.36)
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S ()

u

> k , pér ndonj€ numér pozitiv k (8.37)

dhe
g)<o(t)<t.

Poashtu géndron p e C'([t,,%),R"), dhe relacionet (8.31), (8.32), (8.34). Nése

_— (P a@e)), _
lim sup j [p(s)q(s) o (2's) jds— (8.38)

at€her€ ¢do zgjidhje e ekuacionit (8.29) éshté oshiluese ose x(¢) — o, kur ¢t —> .

Pér ekuacionin (8.29) autori né [26] duke pérdor kushtin e t€ mesmes integrale t€ tipit
Kamenev vérteton kété teoremé :

Teorema 8.7 [26] : Supozojmé se vlejné t€ gjitha kushtet e teoremés 3. pér ve¢ kushtit
(8.38) i cili zévendésohet me

(p'(S))2a(g(S))] s = oo (8.39)
4kp(s)g'(s)

) 1\ t .,
tim sup— [(¢ =)’ [p(s)q(s) -
at€her€ ¢do zgjidhje e ekuacionit (8.29) €shté oshiluese ose x(¢) - o, kur ¢t —> .

N¢é konceptin Phillo duke pérdor t€ mesmen integrale , autori n€ [26] pér ekuacionin

(8.29) vérteton :

Teorema 8.8[26] : Le t€ vlejné kushtet (8.35)-(8.37) dhe g(¢) <o(¢) <t¢.Marrim
peC'([t,,®),R") qé t& vlejné (8.31), (8.32) dhe (8.34) . Le t& gjenden funksionet tani

mé t&€ njohura H dhe /& si dhe nén supozimin se vlen

. I PN (4s),
fm sup j [kH (1,5)p(5)q (s) PP (8.40)
ku
0() = hit.) =218 JH() (8.41)
p(s
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at€her€ ¢do zgjidhje e ekuacionit (8.29) €shté oshiluese ose x(¢) —> o, kur ¢t —> .
Né vazhdim po paragesim njé kriter tjetér me kushtet e teoremés 5 i cili kushtin (40) e
zévendéson me disa nén kushte si né :

Teorema 8.9.[26] : Supozojmé se vlejné t€ gjitha kushtet e teoremés 5. , pérjashtuar
kushti (8.40). Tani , pér

0 < inf| im inf &5 | < o (8.42)
sty 1o H(l‘,l‘o)

dhe

fim sup j Q" (19) 4o (8.43)
t—®o I‘I(l‘,l‘o)[0 W(S)

Poashtu le té jeté w € C € ([¢,,»),R), ashtuqépér =1,

lim sup jl//f ()W (s)ds = oo (8.44)
ku

v, (1) = max {y (.0}
dhe

lim sup H(L ) j [kH (t,5)p(5)q(s) —%]ds > supy (1) (8.45)

at€her€ ¢do zgjidhje e barazimit (8.29) éshté oshiluese ose x(z) > o, kur ¢t — .

Né pérmbajtjen e njéjté t€ kushteve, me disa ndryshime mé voné éshté studiuar

ekuacioni diferencial i ashtuquajtur me vonesa i formés :

(@O0 + p(t)y'(t =) +q(O|p(c ) ¥(e©) =0 (8.46)
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ku ndértohen disa kritere té réndésishme pér oshilimin e zgjidhjeve té tij t€ cilat kritere
jané pérgjithésime té atyre q€ i cekém mé herét. Autori pér kété ekuacion pérdor
shénimet

0(1) =q(0)(1 - pla(®)”,

Nla(o (1)) “j” a(o(s))

k(t) = 2 2
a’c'(t) | o'()h(s)a*(s)

b

pér ndonjé konstant N, dhe ¢, >¢,

ku

$(1) = exp[— 2 ¢(é)déj ,

_ o) 1220
B(1)= ¢(t)(1 P (t)j,

w (1) =9 )(Q(t) + %(a(t )P(1)* —a(t)p(t )'J

dhe vérteton kété pohim :

Teorema 8.10 [46] : Supozohet se ekziston funksioni negativ ¢ € C'([t,,%)), ashtu qé

(Mj, <0, pér t2>¢, (8.47)
o'(1)
dhe

lim supjgb(s)Q(s)ds >0 (8.48)

ku ekzistojné funksionet H,h: D — R , ashtu qé
1) H(t,t)=0, pér t>¢,

i) H(t,s)>0, pér t>s2¢,
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ii1) H ka derivate t€ pjesshém jopozitivé n€ D sipas ndryshores s¢ dyté .

Tani, nén supozimin se ekziston funksioni v e C'([¢,,2),(0,00))pér T >t¢,, ashtu qé

—g[H(t,s)v(s)]wL2H(t,s)v(s)¢(s)( “(S)j h(t, ) H(E,5)v(s)
S

k(s)

poashtu pér 7 mjaft t&€ madh,

. 0 k(s)h*(t,
hrfiiuP ey l[ H (L5 )v(sW (s) - P(s) (si (t,s)

at€her€ ekuacioni (8.46) €shté oshilues pér a >1.

Poashtu pér ekuacionin (8.24) vérteton edhe kété :

lds =

(8.49)

Teorema 8.11 [46] Nén supozimin se viejné (8.47) , (8.48) dhe funksionet H, & g€ jané

definuar si n€ teoremén 7 dhe supozimin se vlen :

0 < inf| tim inf 75
sy 1o H(l‘,l‘o)

<o

Nése ekziston funksioni ¢ € C'([¢,,%),R), ashtu qé

1ir31 sup 6T jq)(s)k(s)hz (t,8)ds < o0,

K5y 1)

fim sup—-— T) LG (5) -

j‘ % (s)
H(t,T) 7 v(s)p(s)k(s)

p

ku
@, (s) = max{g(s),0},

at€her€ ekuacioni (8.46) éshté oshilues pér¢do o >1.

(8.50)

(8.51)

(8.52)

(8.53)
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Né rrethana t€ ngjashme mé voné autori n€ [45] pér ekuacionin e formés
(r(Oy Ok (x' (1)) +p@O)k(x' (@) + q() f (x())g(x") =0, 1 21, (8.54)
vérteton kéte :
Teorema 8.12 [45]: Supozojmé se vlen :
r(¢)>0 dhe xf(x)>0,pércdo x=0;
O<c<y(x(t)<c,, pércdo x;
7, >0 dhe k°(y)<y,pk(y), péredo y e R;
q(t)=20 dhe O0<c, <g(x'(?));
f'(x) ,ekziston, f'(x)=y, >0, pércdo x#0
dhe H, ashtu qé
1) H(t,t)=0, H(t,s)>0,pér t=>t,né D={(t,s)/t>s2=>t,}
i1) H ka derivate t€ pjeshme t€ vazhdueshme né€ D né respekt t&€ ndryshores s¢ dyté.

ii1) Gjendet funksioni A(z,s) € C(D,R), ashtu gé

—% =h(t,s)\H(t,s),
s

Supozohet se

0 < inf| liminf 22%5) | < o (8.55)
sty 1o H(l‘,l‘o)

Nése ekziston funksioni R,¢$ € C([t,,©),R*) dhe peC'([t,,©),R") , ashtu g&
(rR) € C'([t,,©),R) dhe

lil? swup H(tl 0 j ($)r(s)h} (t,5)ds < o (8.56)

0
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j IO (8.57)
1500 H(t t ) (S)r(s)

dhe pér ndonjé T >¢,

t—

()=7 Al p(S)r(S)h (t,5)]ds 24(T) (8.58)

ku

0,(t) = p(){erg(t) ~[R(O) (z)]——p(z>R(z>+ Y ) PN V)

74 dy, ¢ ¢ ’”(Z)}’
hy(t,s) = h(t,s) —H(t,s (p(s)+2 72 p(sy—-L)
(s) [CV4 c,r(s)

dhe
¢, (s) = max{¢(s),0},

atéheré eckuacioni diferencial (8.54) €shté oshilues.
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9. Kritere oshiluese pér ekuacionin diferencial té turbulluar té

rendit té dyté
Objekt studimi né vitet e fundit n€ teorin€ e oshilacionit ka qené edhe barazimi
diferencial i rendit t& dyt€ i formés:

(a()x'())+P(2)f (x)+ O(t,x) = R(t,x,x") 9.1
ku koeficientét jané funksione t€ vazhdueshme dhe a(?) pozitiv . Kreteret né vazhdim
bazohen né rezultatet e cituara né [3],[4],[8] dhe [9] te t€ cilét mungon anétari p(?)f(x)
i barazimit (9.1). Ky barazim né literatur quhet diferencial i turbulluar i rendit t& dyté.
Neé kété rast , marrim  kushtet:

f RN P:[T),0) > R,0:[T),o]xR >R, R:[T,,0]xRxR->NR

funksione té vazhdueshme dhe

xf(x)>0, pér x=#0 (9.2)
f'(x)2k>0,pér x=0 (9.3)
R(t,x,x") o(t, x) .

e <r(1), e >q(t),P(t)=> p(t), pér x#0. (9.4)

Me kushtet e mésipérme pér ekuacionin (9.1) dhe duke u bazuar né razultatet e
paraqitura né [4] &éshté konstruktuar kriter mbi zgjidhjet oshiluese té paraqitur me

teoremén né vazhdim .

Teorema 9.1 [19]. Le t€ supozojmé se vlejné kushtet (9.2),(9.3),(9.4) dhe le t€ jet€ p
funksion me derivat té vazhdueshém né intervalin [7,00), ashtu q€¢ p'>20 né [T},o),

at€her€ ekuacioni (9.1) éshté oshilues , nése
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= o0 9.5
& TJ p(s)a(s) O

jR(s)ds =0 (9.6)

TO
ku

p” (a(t)

R@=p®lp®) + g0 = rO] ==

Vértetim : Le t€ supozojmé t€ kundértén se x(z) €shté zgjidhje jooshiluese né intervalin
[T,©), T>T, e cekuacionitdiferencial (9.1). Pa ménjanuar nga kuptimi i pérgjithshém ,
mund té supozohet se vlen x(¢)#0. Le t€ supozojmé se x(¢) €shté zgjidhje pozitive né
intervalin [7,o0)( rasti x(z) <0 mund t€ trajtohet n€ ményr¢€ t€ ngjashme).

Atéheré nga funksioni

a(t)x'(t)
=77 9.7
e S(x(@) ©-D

kemi

(@@Ox'@) _a@) " (x(0)x" (1)
S (x(@®) [ x(@)

w'(t) =
duke pérdor (1), marrim

WD) < (1)~ q(t) - p(t) ~ (()” 9.8)

nése e shumézojmé (9.8) me p(¢), dhe integrojmé prej 7' deri ¢, kemi

t t ; 5
[ pw()ds<[ p)r(s)-q(s)- p(s)ds - p(s)k:(—s()S)dS ’

T

duke pérdorur (9.3) , kemi
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kw’ (s)

POWD < C; — j P)Ng(s) + p(s)=r(s)lds + j P (s)w(s)ds - j P(s) s
ku

CwT =p(T)W(T) ’
dhe jobarazimi i mésipérm merr formén

p(s)w(s) < C; - lpunﬂ@+pm)ruﬂw lg??W(@%+Ifzf?$hi
ku
_ o p(a)

W(t)=w(t) 2hp()

Tani
LEOZON
P(sIW(s)<C; j [P(5Xa()+ p(5) =r(s) == 2

pW(s)<C, — jR(S)ds ,

dhe nése pérdorim kushtin (9.6) né relacionin e fundit , marrim se limitii  p(s)w(s)

ku t— oo, éshté
. _ i pOa()x'(1) _
im p(6y() = lim 2258

prej nga marrim se 37, pér =7, , t€ kemi x'(¢)<O0.

Gjithashtu nga (9.6)
[lo(s) () + pls) = r(s))ds = o0
T

dhe ekzistencae T, >7,, ashtu qé

[Io(s)(s) + p(s) ~ r(s))ds =0
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dhe

J[p(s)(q(s) +p(s)—r(s))ds=20,pér t>T,.
TZ
N¢ anén tjetér , nése (9.1) shumézohet me p(¢) dhe integrojmé me pjesé , kemi

p(a()x ()< Cp, + [ p'()a(s)x'(s)ds — [ £(0)p()(g(s) + p(s) = r(s))ds
pOa()x (1)< Cp, — f(x(1) | p(s)q(s) + p(s) —r(s))ds +

[ D] p)(s)+ pls)—r(s)ds

duke konsideruar shenjén e x'(¢), pér ¢>7,>7,, fitojmé

p@a@®)x'()<C,  pér 2T, 9.9)
Gjithashtu nga

p(t)>0,a(t)>0,x'(r) <0
implikon

Cr, = p(1)a(T)X'(T,) <0 .

Tani nga (9.9), fitojmé

x(1)<C, Tj p(s)a(s) , (9.10)

si dhe nga (9.5) dhe  C; <0, mund t€ konkludojmé se x(¢#) > -0 ,kur z—>o0 ,qé
&shté n€ kundérshtim me supozimin toné , kjo tregon se pohimi i teoremés &shté i
vertete.

Né vazhdim paragesim ekuacionin diferencial i cili plotéson kushtet e teoremés .

Shembull 9.1 : Konsiderojmé ekuacionin diferencial t€ rendit t& dyté
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3 '
’ x . 1 x’cosx
(B3+cost)+te" Jx=—=sint +—

Jx t x*+5

(a(@®)x'(t))+tx +[

1
N
ku, pér

f(x)=x, a(t)=logt , p(t)=t dhe tZ%

nése zgjedhim

t 0(t,x) 1 R, x,x'") 1 . 1
P(t)>2—=p(1), >———@B+cost)=¢q(t), dhe ————+<—sint+—=r(1),
2 G NA S TN
atéheré pér ¢cdo ¢>T, =5
kemi
’ Los 12 - 1 1logs
'[R(S)dSZJS[—+—S *(3+coss)—s Zsins———— ‘(’; lds =
n 3 2 2 s 4 g
rs? f1 ! 01 tlogs
J—ds+'[[—s 2(3+coss)—s? sins]ds—'[—zds—'[iz
TO 2 TE) 2 TOS TO s

fs2 6o 12 1 1 T3 oames 201
[Sds+[d(s> 3+coss)+-—=—— log®(6) +—log>(Z) > 12 = 2(Z)2 = £~ log’¢.
i t 1 8 8 ° 2 2’z 8

Ku vérejmé se vlen

jR(s)ds =00

T

dhe

t

ds =

lim '[ ;ds = '[
g p(s)a(s) s log s
d.m.th. plotésohen kushtet e teoremés 1., rrjedhimisht ekuacioni diferencial né€ fjalé éshté

oshilues.

Duke i pérdor funksionet pozitive t&€ Philos mund té vértetohet edhe ky pohim.
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Teorema 9.2[19] : Supozohet se vlejné kushtet (9.2),(9.3), (9.4) dhe pér T >t,, nése

ekziston (a,b) c[t,,%), c € (a,b) dhe funksioni pozitiv p e C'([t,,%),R) ashtu qé

1 f a(S)p(S) ' 1 b a(S)p(S){ '

H(b,C)'C[ 4k (hz(b,S)_p (S)\/H(b,s))zds +H(C’a).! m \hl(s’a)+p (S) ;H(S’a))zd
1 L b

Hb.0) I p($)[r(s)=q(s) = p(s)IH (b, s)ds + Hed j P($)[r(s)—q(s)— p()]H(s,a)ds <0 (9.11)

at€heré, ¢do zgjidhje e ekuacionit (9.1) éshté oshiluese .
Vértetim : Supozojmé t€ kundértén , se x(?) &shté zgjidhje jooshiluese e barazimit (9.1),
rrjedhimisht, marrim x(#)#0 né intervalin 7 €[z,,).

Perkufizojmé

pB)a(n)x'(t)

MO="0

dhe kushtet (9.2),(9.3),(9.4), kemi

fw? (1)

WO < P+ pOLr©) =)= pO) = 0

(9.12)

Nése ekuacioni (9.12) shumézohet me funksioni jonegativ H(¢,s), fitojmé

kw’ (1)

H(s)w'(0) < Hs)p' w0+ pOlr0) = g0~ pOMH @5~ = s

H(t,s)

si dhe nése integrojmé prej ¢ deriné ¢ ,ku ¢e[c,b) , marrim

[H(t.5)w (s)ds < [ H(t.9)p'(s)w(s)ds + | p(s){r(s) - q(s) = p(s)1H (¢,5)ds -

—jk&H(z‘, s)ds
a(s)p(s)
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oH (t s)

j w(s)——2=ds < [ H(t,5)p'(s)w(s)ds + | p(s)r(s) = q(s) = p(s)H (¢, )ds -

—jk&H(z‘,s)ds ,
. al(s)p(s)

-w(c)H(t,c)+ j‘w(s)h2 (t,8)\H(t,5)ds <

< [H(t.5)p'(s)w(s)ds + [ p(&)r(s) = ()~ p()JH (t,5)ds — | k%H(r s)ds,

-w(c)H(t,c) < - j w(s)h, (t,8) H(¢,s)ds +

+[H(t.9)p' (s)w(s)ds + [ p()[r(s) ~ g(s) ~ p(s)H (1,5)ds - | k%H(r s)ds,

H(ts) (o, a6)p(s)

a()p(s) () VS ~HE)p s)w)lds+

—w(e)H (t.0) < - [k

+ IP(S)[F(S) —q(s) = p()]H (2,5)ds ,

H(ts) o as)p(s)

a(s)p(s) 2t (5) 2 SWH(1,5) = H(1.5)p'())F ds +

—w(e)H(t,c) < — j "l
+ Ja) 2[5 H ) ~ H (1) () ds+j PH(5) = ()~ PV (1,)ds

—w(c)H(t,c) < '[a(s) 4k/;I(() )[(h (1,8 H(t,s) — H(t,s)p'(s))] ds +

+ [ P(s)r(s) = a(s)— p()IH (¢, 5)ds -
Nése pjesétohet me H(t,s) dhe pér ¢—b_, fitojmé

—w(c) <

1) 22 b.5) - H B GDF + plo)r6)-(5) - poTbs)ids, (9.13)
(o) 4k
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N¢ anén tjetér , nése e shumézohet (9.12) me funksionin pozitiv H(s,t) dhe integrohet

prej ¢t deri ¢, ku se(¢,c], marrim

[H(s.tyw'(s)ds < [ H(s,0)p' (s)w(s)ds + [ p(s)[r(s) - q(s) = p(s)]H (s.1)ds -

j;kW—(S)H(S t)ds,
7 a(s)p(s)

. f w(s)h, (s,0)\ H (s,t)ds <

JC.H(S, )" ()w(s)ds + j ()7 (s)—q(s)— p(s)H (s,£)ds — jkW—(S)H(s t)ds
/ / L a(s)p(s)

w(c)H (c,t) <

K o a(s)p(s)
[H60 oo™ O~ 21

t

—————(H(s,t)p'(s) + h(s,0)\ H(s,t))w(s)]ds

+ [ Ps)r(s) ~ q(s) — p(s))H (s,)ds ,

w(c)H (c,t) <

[ (s)— a(s)p(s)

- j (s,1) T )(H(s ) p'(5) +hy(s,)\[H (s,0)) ds

+J. Zl(;)?f(si [(H (s,0)p'(s)+h(s,0)\|H(s,1)) ds +J.P(S)[F(S) q(s) = p(s)1H (s,1)ds ,

w(c)H (c,t) < j ‘“%’lz(”[,m(s,t)p'(s)ml (s,0)] ds

+ [ PS)r(s) —q(s) = p(s)JH (s,)ds .

Nése ekuacionin e fundit e pjesétojmé me H(c,t) dhe pér ¢ —>a, , kemi
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w(c) < H(i’a)i[““j’lj“% Hs,a)p'(s)+ h(5,a))’ + p(s)r(s)—g(s)— ps)H(s,a)lds . (9.14)

Nése mblidhen an€ pér ané (9.13) dhe (9.14), fitohet

. )[j ()p‘)uh (B,8) = HB,)p' )T + ps)r(s) ~ g(s) — p(s)JH (b,))ds +

mi 2)3 Ji A0 (JH(s.a)p'(5) (5, + p()=g(5) - psDH (s, a)lds 20

inekuacioni i fundit €shté n€ kundérshtim me kushtin (9.11) , prandaj konkludojmé se
cdo zgjidhje e ekuacionit (9.1) &shté oshiluese. Kjo vérteton edhe teoremén.
Nése konkretisht marrim funksionin

H(t,s)=(t—s)", (n>1), t>s52¢,
prej nga

a—H=n(t—s)gilwl(t—s)” , %—Hz—n(t—s)zlwl(t—s)” ,
s

ot
atéheré vlen :
Rrjedhim 9.1 [19]. :Le t€ supozohet se vlejné kushtet (9.2),(9.3),(9.4) , at€heré ¢do

zgjidhje e ekuacionit (9.1) éshté oshiluese , nése ekziston funksioni p e C'([¢,,),R) pér

a>t, dhe pér (n>1), jané t€ vérteta inekuacionet

im sup-—; j (5= P (P (5) + = 4 (6= pls) = g(5)lds > 0 (9.15)

C—>0

dhe

im sup— j (=5 PO (p1(6)+ ) 4 ()= pls) = (5))ds > 0 (9.16)

C—>0
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Me t€ vértet mund t€ vérehet se jobarazimet (9.15) dhe (9.16) n€ kushtet e funksionit
H(t,s) implikojné ekuacionin (9.11) té teoremés prej nga &shté i qarté konkluzioni i
rrjedhimit né fjalé.

Teorema 9.3[19].Supozojmé se kushtet (9.2),(9.3),(9.4) géndrojné pér T >¢,, ku
3p(t) e C'([t,,),(0,0)) , ashtu qé pér ndonjé u e Cla,b], ku u'e L*[a,b] , dhe

u(a)=u(b)=0, nése

Iu () {p($)[p(s)+q(s)—r(s)]- “(S) as)l

Gy PG )21ds >0, (9.17)

at€her€ ekuacioni (9.1) éshté oshilues.
Vértetim : Supozojmé t€ kundértén . Rrjedhimisht marrim q€ x(?) &shté zgjidhje
jooshiluese e ekuacionit (9.1) , themi x(¢)#0 né [¢,,0) pérndonjé T,>¢, .

Prej funksionit

a()x'(1)

w(t) = p(t) o)

nén kushtet (9.3) dhe (9.4), kemi

Jow? (2)

W) < p (WD) + pO)(r(1) —q(t) = p) —— o

té cilin nése e shumézojmé me u?(¢) >0 , dhe integrohet prej a deri né b, fitojmé

b

b
— 2'[ w(s)u(s)u'(s)ds < J.uz(s)w(s)p'(s)ds +

a

b

b 2
+ [ (6)pr(s) ~ () - p(s)ds — [ ()2 D
: I )

+p'(s))*ds <

ki (5) a(s)u'(s) _als) o, falsu’(s) u'(s)
j Tty D= (G S P ) ds | G

a

[#2(9)p(5)r(5)= ()~ p(s))ds

a
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ku k>0, a(s)>0,pér s>¢,, dhe

b b 2 '

[12 ) () + q5) ~ r(sds — [ LD O 24 <0
k u(s)

a

a

qé &shté né kundérshtim me kushtin (9.17) t€ teoremés 3. , rrjedhimisht ¢do zgjidhje e

ekuacionit (9.1) éshté oshiluese .
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10. Vazhdueshméria dhe kufizueshmeéria e zgjidhjeve oshiluese te

ekuacionet diferenciale té rendit té dyté

N¢ fund pér ekuacionin e pérgjithshém diferencial t€ rendit t€ dyté do té prezentohen disa
pohime té€ cilat garantojné vazhdueshméring€ , gjegjésisht kufizueshmériné e zgjidhjeve .
Konsiderojmé ekuacionin e pérgjithshém diferencial té rendit té dyté

(a(®)x' (1)) +h(t,x(1),x' (1)) + q(2) f (x(1)) g (x'(1)) = e(t, (1), x' (1)) (10.1)
ku a(t),q(t) e C([t,,),R"), f,g € C(R,R) dhe h,eec C([t,,©)xR*,R) dhe g(y)>0

pér ¢do y € R. Ekuacionin (10.1) e paragesim né formé sistemi

x'=y
10.2
Y= Oy =R - g (20 + el y) (192
Shénojmé p™(¢) = max{p(t),0} dhe p (¢t)=max{—p(t),0} prej nga
pO)=p"@)-p ().
Pérkufizojmé funksionet
Fix) = T ds.G(y) = ¢ sds
(*) j /(5)ds,G(y) j o)
dhe supozojmé se ekziston funksioni r(¢) € C([t,,),R) ashtu qé&
le(t,x, y) < r(?) (10.3)
yh(t,x,y) 20 (10.4)
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dhe konstantat jonegative m dhe n ashtu qé

D) (105)
g(y)
MGGy, pér |2k, (10.6)
g(y)

shumé autoré zgjidhjet oshiluese i studiojné né intervalin (cr,o0 ) prandaj né€ kété drejtim

vlen :

Teorema 10.1 [8]. Nése kushtet (10.3),(10.4),(10.5) vlejné dhe a'(¢¥) >0, F(x) i
kufizuar nga poshté dhe G(y) — « kur | y| — oo, atéheré té gjitha zgjidhjet e ekuacionit
(10.1) jané pérkufizuar pér ¢ > ¢,.

Vertetimi . Supozojmé se (x(2), y(¢)) éshté zgjidhje e sistemit (10.2) me numér t€ fundém

képutjesh d.m.th. gjendet T" > ¢, ashtu q€ lim [|x(t)| +| y(t)|] =00 . Pér derisa F(x) éshté i
t—>T~

kufizuar nga poshté , F'(x) > —-K pér ndonjé konstanté K >0 .

Pérkufizojmd
P (x,9,0) = %G(y) ?[F(qu

atéheré
V)= (()>G() a0 (()> ()
Vw0 =360 d(gy(y) ol ”K“a(lt) AL
K‘(x,y,r>=—j;((tt))6(y>+q(lt) i “((?)[ () + K]+ (l)f(x)y

nése zévendésojmé y ' nga sistemi , fitojmé
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90 - a'(t)

A e e LG
+a(t)1q(t) 2~ Z((”)[F( )+ K] <
UL (()i G a(:>(;)(r> o a(:>(;)(r> o

r(0)

éshté 1

Integrohet né t& dy anét prej ¢, deri né ¢ ,si dhe marrim parasysh se
a(t)q(?)

kufizuar né [¢,,7], konkludojmé se pér ¢ €[¢t,,7], fitohet

[T 7Sy LG sys

<V()<K,
Gy(@) <V (1) +.[[ q(s) a(s)” q(s)

1
q(t)

pér ndonjé€ konstatnté K,>0 . Tani nga inekuacioni i Gronwall’s-it [8] , marrim

[q (s)] LGRS

G(3(1) < K, exp( j [ pELS

()

[g®] (), 1 .
< K, exp( j [ ) +n a(s)](q(s))ds) <K, <

ku K, &shté konstanté. Nga inekuacioni i fundit kemi G(y(¢)) 1 kufizuar né [z,,71],
rrjedhimisht y(¢z) = x'(¢) €shté i kufizuar né [¢,,7]. Pérfundimisht duke pérdorur
integrimin, tregohet se edhe x(z) &shté i kufizuar né [7,,7], q¢€ éshté né kundérshtim me
supozimin se (x(2),y(t)) €sht€ zgjidhje e sistemit (10.2) me numér t& fundém képutjesh .
Rrjedhim 10.1[8].Nése e(z,x,y)=0 né teoremén (10.1) , at€heré kushti (10.3) bie
poshté.

Pér funksioni f(y) supozohet se plotéson

f(x)—> oo, kur |x]— oo (10.7)
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Kurse sa i pérket kufizueshmérisé s€ zgjidhjeve té ekuacionit (10.1) vlen:
Teorema 10.2[8]: Supozojmé se vlen (10.5), dhe (10.6) dhe pér n>0,
a'(t)20 dhe a(f)<a,, a, &éshtékonstanté, ¢t >1, (10.8)

dhe

XAU) (1)

1
|e(t,x, y)| < ;a(t s

Nése

F(x) > oo, kur

(10.9)

at€heré té gjitha zgjidhjet e ekuacionit (10.1) jané t€ kufizuara.

Vértetim: Meqé F(x) - o, kur t — o, si dhe F(x) , ikufizuar nga poshté , themi,

F(x)>2-K, pérndonjé konstant K .Tani ,nga

V(xp.0) =%[F(x>+K]+G(y>,

kemi

vy <[Fo)+ K149 4 1 .
() <[F(x)+K] o) a(t)(xy)( ())

L4 q0) 1y
+K
<0 G P ]+ ()>

Integrojmé jobarazimin e mésipérm prej ¢, deriné ¢ dhe pérdorim (10.5) , fitojmé

OO
F K< 14
g(y(t)) ()[ (x(@)+K]<m+nV(t)
(q'(s) )| )|
<m+nV(t,)+ j e [F(x(s))+ K]+ o ))

Nése pérdorim jobarazimin e Gronwall’s-it , kemi
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(@) L, 40
gy(@) a(@)

[F(x(1)+K]<K, exp(jqq%:)) ds) = K, % ,

ku K, > 0 , éshté konstanté. Tani

ng(HF(x@) _ Kiq(1)
a(t) qty)

Py < Bade

nq(t,)

prej nga F(x(t)) , éshté 1 kufizuar pér ¢ >¢,.
Pérfundimisht , konkluzioni i teoremés tani rrjedh nga (10.9).
Teorema 10.3[8] . Supozojmé sekushtet (10.3) , (10.5) dhe (10.7), a(t)<a,, ku a, ,

konstanté dhe

TM(A@O (10.10)

) a(s)

a(t)q'(®)

i dh t,x,y) < .
si dhe |e( xy)| Ma(0)

Atéheré t€ gjitha zgjidhjet e ekuacionit (10.1) jané t€ kufizuara.

Vértetim : Kushti (10.6) implikon ekzistencén e konstantés 4 >0, ashtu qé

2

y
g(y)

< A+MG(y), pér ¢doy . Shénojmé, nése |y <1, atéherd

ﬁ < B, pér ndonjé konstanté B dhe nése | y| >1, atéheré

g(y)

b2 g
g(y) g

2
|y| <B+-2 , pércdo y.

gy) g

Nga kushti (10.9) F(x)>-K, pérndonjé konstanté K >0 .
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Nése M >1, pérkufizojmé funksionin

Vx,y,t) =%[F(x)+K]+G(y)+A+B.

Tani , meqé M >1, kemi

iy 40 40 1D a1 e@
=217 F F
e (z>( a ORI (y>) o) Catn T IF
SAQNIOIoS )+K]+—(A+B+G(y))+
(1) a(t)
el 4()
o @K+ A+ MG

q'(0) 4, la®] | a0
F K|+ A+ M(G
(q(t) a(0) X ()[ (xX) + K]+ A+M(G(y)).

Integrohet V’(#) nga ¢, deriné ¢, marrim

q (S) LT
a(s)

V(t) SV (t,)+ j ( W (s)ds

prej nga

[a(S)]

V() SV(t,)e q(s)
(t) SV (ty)ex j( )

V() <K, expj[&ds =K 4@

Yo T ()

, ku K, éshté konstanté.

Kufizueshméria e x(?) tani rrjedh ngjashém si né teoremén 3.

Nése M <1, pérkufizojmé

Vx,y,t) =%[F(x)+K]+G(y)+$(A+B).

Tani meqé M <1, marrim
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roy <O d ey 1 k1 L (44 B)+ GO +

a(0) " a(t)
O] g()
COL O 1r ()4 K1+ 44 MGO)
¢ [ao))
S0 an "

Pjesa tjetér e teoremés né vazhdim &shté ngjashém si né vértetimin e teoremés 2.

Teorema 10.4[8] : Supozojmé se vlejné kushtet (10.3), (10.4), (10.9) dhe (10.10),

j[q ) IR (10.11)
T ") s < o0 (10.12)
5 q(s)

dhe se ekziston konstanta pozitive N , ashtu qé

2

y
g(y)

<N, (10.13)

atéheré té gjitha zgjidhjet e ekuacionit (10.1) jané t& kufizuara.
Vértetimin e késaj teoreme e gjeni né [8] .
Né vazhdim duke u mbéshtetur né teoremat e mésipérme paraqiten kushte té€ caktuara
ashtu g€ zgjidhjet e ekuacionit n€ vazhdim té jené t€ kufizuara.
Eshté fjala pér ekuacionin e formes
(r(0g(p(x(@))x'(1))+q(1) f (x(1)) = 0 (10.14)
ku
A)) r(t) e C([t,,»)), r(t) >0, per t=t¢,,
A,)) f(x)eC(R), xf(x)>0, per x=0,

A;) g(x)eC(R), O0<m<g(x)SM, pér xeR,
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Ay) q(t) € C([,,0)), q(#) >0 per t=1,.
vlen kjo:
Teorema 10.5[61]. Le te jeté  r(¢),q(t) € C'([t,,)) dhe (r(t)q(t))>0, pér t>¢,

dhe

[rgwydr=c. (10.15)

atéheré zgjidhja x(¢) e ekuacionit (10.14) ashtuqé x(#,)=0, ¢, >2¢, pérndonjé
t, €[t,,0) &shté e kufizuar.

Vértetimi : Led té€ jet€ x(¢) zgjidhje e ¢farédoshme e ekuacionit ( 10.14) ashtu gé
x(¢,)=0, ¢, >¢,.

Marrim

F@)= [ f(Dglp)dl . (10.16)

x(t)

Nése shumézohet ekuacioni  (10.14) me  r(¢)g(p(x(¢))x'(¢), fitohet
%((F(t)g((P(X(t))X' (@)*)+r(0)g(0) g (@(x())x' ()q(t) £ (x(£)) = 0

integrohet barazimi i fundit prej ¢, deri ¢, fitojmé

%(r(t)g(rp(x(t»x’ 0% —%(r(mg(rp(x(rl Dr'(1,)) +

+r(0)q(O)F (x(1)) - J (r(s)q(s))' F(x(s))ds = 0 (10.17)

Shénojmé
¢= %(r(a)g(co(x(tl ' (t,))’

taninga (10.17) rrjedh :
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r(tHg()F(x(t)<c+ '[(r(s)q(s)) F(x(s))ds =c+ '[ (r(s )q(s))) r(s)q(s)F(x(s))ds (10.18)

qé , nga inekuacioni i Granwalls-it , kemi

[(r()as)'
rqOF(x()sc-et " (10.19)
prej nga
F(x()S————, t,>1,>0 (10.20)

()()

pra, F(x(t)) €shté i kufizuar dhe nga (10.16), zgjidhja x(¢) é&shté e kufizuar .
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11. Zbatim i zgjidhjeve oshiluese té ekuacionit diferencial té

rendit té dyté

Meqé zbatimet e teoris s€ oshilacionit jané t€ shumta ne kétu do t€ pérqéndrohemi
konkretisht né konstruktimin praktik ku zgjidhjet e ekuacionit diferencial paraqgesin
lévizje oshiluese té trupit né kushtet e caktuara.
Shqyrtojmé aplikimin qé ka barazimi diferencial i rendit t&€ dyt€ i formés

(r(Ox' @)+ p(0) f (x(g()) =0 (11.1)
né¢ inxhinjeri. Kétu po demostrohet vibrimi i telit t€ kompresuar .
Konsiderojmé 1€vizjen e njé objekti me mas€ m i pérforcuar né€ fund t€ njé teli i cili

géndron vertikal (si n€ fig.1) ose horizontal n€ njé€ sipérfaqe rréshqitése (si né fig.2)

pozita
ekuilibruese
| !
m
X m |0 X g
v
fig.1 fig.2
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Marrim né zbatim ligjin e Hookut , i cili thot : nése teli €shté i zgjatur (ose i kompresuar)
x njési nga gjatésia naturale e tij, at€heré ai kundérvihet me forcé e cila &shté
proporcionale me gjatésiné x :

forca rezistuese = —kx
ku & &shté konstanté pozitive (quhet konstanta e telit) . Nése pérjashtojmé forcat
rezistuese t€ jashtme (rezistencén e ajrit ose t&é férkimit ) , at€heré nga ligji dyté 1 Njutnit

(forca baraz me prodhimin e masés dhe nxitimit ), kemi
dx?

m———-—=—kx, ose x"(t)+£x(t)=0
dt m

i cili €shté njé rast special 1 barazimit (11.1) pér p(?) _k >0 dhe f(x(g(?))=x(), ku
m
mund t&€ vérehet se né kéto kushte ploté€sohen kriteret e cituara mé sipér pér zgjidhjet

oshiluese .

Ky paraget njé barazim diferencial linear té rendit t€ dyté . Barazimi i tij ndihmés éshté
) - . k
mr-+k=0, merrénjét r=+wi, ku wz\/:.
m
Prandaj zgjidhja e pérgjithshme &shté
x(t) =c, cos wt + ¢, sin wt

e cila mund té shkruhet né formén

x(t) = Acos(awt + J)

®= \/Z (frekuenca)
m
A=ye’ +¢)° (amplituda)

cos o = C—A; sind = —% (5 éshté kendi fazor)

ku
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x(t) (elongcioni)
A

amplituda

> ¢ (time)

T = perioda = 27z\/%

fig.3

Zgjidhja matematikore :
x(t) =c, cos wt + ¢, sin wt
x(t) pérbéhet prej funksioneve cosinus dhe sinus té variablit t (koha ), pra kemi njé
barazim oshilues , zgjidhjet e té cilit oshilojné prané boshtit x me amplitudén e vibrimit
x(1).
Pér dallim nga rasti i mésipérm pér barazimin e rendit t&€ dyté me anétaré shuarje té
formés
(r(O)x'(1)+p)x' () +q(@) f (x(g(1))) =0 (11.2)

té shqyrtuar né€ ngjarjen : teli i kompresuar né térheqje t&€ njé¢ mase duke llogaritur edhe
férkimin pérgjat 1évizjes. M€ qarté né€ lévizjen e masés nga teli 1 kompresuar ndikon
férkimi 1 ajrit (ujit ) né 1€vizjen e masés. Supozimi i zakonshém i forcés sé férkimit
&shté madhési me kahje té kundért me kahjen e 1évizjes dhe éshté madhési
proporcionale me shpejtésin€. Nése nuk ka forcé t€ jashtme , kjo mund t€ prezentohet me

ekuacionin diferencial t€ rendit t& dyté :
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mu""+yu'+ku =0 (11.3)
(ku yu' €sht€ madhési e forcés sé férkimit )
me ekuacionin karakteristik

mr’ +yw+k=0
i cili ka rrénjét

:—;/iw/;/z —4km '

2m

U

Nga barazimi i fundit ne kemi tre raste pér zgjidhjen gjenerale t& barazimit , por zgjidhje

oshiluese kemi né rastin kur

y? < 4km
dhe zgjidhja e pérgjithshme ka formén
u(t) = Ae" + Be"" .

Pér a =+/4km—y> |, kemi zgjidhjen e pérgjithshme e cila ka formén

_r, _r,
u(t)=e * (Acos(at)+ Bsin(at)) = Re 2" cos(at—0)

ku R=vA’+B>.dhe &= tan(g).

N¢ ekuacionin diferencial (11.2), n€se r(t)=m, p(t)=y, q(t)=k gt)=t dhe f(x)=x, ,
kemi ekuacionin (11.3) i cili éshté oshilues kur koeficientét e tij plot€sojné kushtet e
teoremave t€ prezentuara né kété punim.

Teoremat e cekura mé lart mund t€ zbatohen edhe kur koeficienti i férkimit & €shté i

ndryshueshém dhe jo homogjen gjé qé vlen edhe pér koeficientin e telit y , rrjedhimisht

t&€ ndryshojné sipas ndonjé funksioni.
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