
UNIVERSITETI  I TIRAN{S

DEPARTAMENTI I MATEMATIK{S

Punim

Aspekte oshilacioni n[ zgjidhjet e ekuacioneve diferenciale

jolineare t[ rendit t[ dyt[

Per graden shkencore doktor i shkencave

Udh[heq[s Punoi

Prof. dr. Neki Frasheri     Xhevair Beqiri

Prof. dr. Fatmir Hoxha

Tiran[ 2012



4

UNIVERSITETI  I TIRAN{S

DEPARTAMENTI I MATEMATIK{S

Punim

Aspekte oshilacioni n[ zgjidhjet e ekuacioneve diferenciale

jolineare t[ rendit t[ dyt[

Per graden shkencore doktor i shkencave

Udh[heq[s Punoi

Prof. dr. Neki Frasheri     Xhevair Beqiri

Prof. dr. Fatmir Hoxha

Tiran[ 2012



5

Parath[nia

Punimi i kushtohet natyr[s s[ zgjidhjeve t[ ekuacionit diferencial t[ rendit t[ dyt[,

konkretisht jep nj[ pasqyr[ mbi  kriteret  sipas t[ cilave zgjidhjet  e k[tyre barazimeve

jan[ oshiluese . N[ dekadat e fundit teoria e oshilacionit te ekuacionet e zakonshme

diferenciale , lineare , jolineare , t[ pjesshme etj. si dhe  t[ formave diskrete t[ tyre [sht[

hulumtuar nga nj[ num[r i madh autor[sh. Kjo mund t[ argumentohet me qindra punime

shkencore t[ k[saj fushe t[ botuara n[ revistat  kryesore nd[rkomb[tare  t[ matematik[s.

Poashtu jan[ shum[ tekste t[ cilat qellim kryesor kan[ zgjidhjet oshiluese t[ ekuacioneve

diferenciale. K[tu paraqitet  kontributi im n[ p[rcaktimin e  kritereve t[ cilat kusht[zojn[

zgjidhjet  oshiluese t[ ekuacioneve diferenciale jolineare t[ rendit t[ dyt[ dhe disa

formave t[ caktuara t[ tyre  t[ cilat  ilustrohen me nd[rtimin e shembujve . Poashtu do t[

theksoj qe jane p[rdorur  edhe  rezultate t[ arritura viteve t[ fundit n[ teorin[ e

oshilacionit kushtuar  ekuacioneve diferenciale t[ rendit t[ dyt[.

N[ fillim n[ Hyrje paraqiten,  ekuacioni  diferencial i rendit t[ dyt[ n[  form[ t[

p[rgjithshme , sh[nimet  p[r klasat e funksioneve q[ p[rdoren n[ shtjellimin e tem[s si

dhe p[rkufizimet p[r zgjidhjet oshiluese dhe jooshiluese t[ ekuacionit diferencial t[ rendit

t[ dyt[. P[rmenden edhe metodat t[ cilat p[rdoren n[ nd[rtimin e kritereve oshiluese.
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N[  Pohime ndihm[se, paraqiten disa teorema  si]  [sht[ jobarazimi i Hollderit ,

Minkovskit si dhe disa relacione t[ cilat p[rdoren n[ v[rtetimin e teoremave t[

oshilacionit q[ paraqiten  n[ vazhdim.

Pastaj vazhdohet me disa pohime baz[ q[ p[rcaktojn[ natyr[n oshiluese te ekuacionet

diferenciale lineare.

 N[ vazhdim jepen disa rezultate baz[ n[ teorin[ e oshilacionit p[r ekuacionin  diferencial

linear t[ zakonsh[m t[ rendit t[ dyt[ , paraqesim teorem[n krahasuese t[

Shturm – Pikones [8] , pastaj paraqesim kushtet e nevojshme dhe t[ mjaftueshme p[r

zgjidhjet jooshiluese si dhe kushtet e mjaftueshme t[ oshilacionit p[r ekuacionin

diferencial t[ rendit t[ dyt[ me koeficient[ t[ ndryshuesh[m.

N[ vitet e fundit studimi i ekuacioneve  gjysm[ lineare diferenciale ka qen[ si objekt

studimi nga ana e shum[ autor[ve n[ teorin[ e oshilacionit. {sht[ me r[nd[si fakti se

barazimet gjysm[ lineare ndeshen n[ shum[ probleme t[ ndryshme n[ bot[n reale si] jan[

teoria e l[vizjeve oshiluese , teoria e fluideve, e gazit politrofik n[ mjediset poroze etj.

Pastaj  , paraqiten kritere oshiluese t[ ekuacionet  gjysm[ - linear  diferencial t[ rendit t[

dyt[ duke p[rdor metod[n e t[  mesmes integrale .

Paraqitet teori oshilacioni p[r ekuacionet diferenciale jolineare t[ rendit t[ dyt[ t[ tipit

superlinear . N[ p[rgjith[si diskutohen rezultate ku paraqitet integrali i koeficient[ve t[

ndryshuesh[m dhe v[rtetohen disa kritere ku p[rdoret p[rafrimi mesatar i k[tyre

integraleve. Paraqiten kushtet e nevojshme dhe t[ mjaftueshme p[r oshilimin e

ekuacionet superlinear[ .

Krahas k[tyre kritereve studiohen edhe zgjidhjet oshiluese t[  ekuacionit m[ t[

p[rgjith[suar  diferencial jolinear me kufiz[ shuarje si dhe tipi i ekuacioneve diferenciale

i ashtuquajtur i turbulluar .
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 Gjithashtu paraqiten kushtet t[ cilat sigurojn[ se t[ gjitha zgjidhjet e nj[ klase t[

p[rgjithshme ekuacionesh diferenciale jolineare jan[ t[ vazhdueshme , t[ kufizuara dhe

disa nga kushtet e domosdoshme q[ zgjidhjet t[ konvergjojn[ n[ zero.

N[ fund shqyrtohet  nj[  zbatim i zgjidhjeve oshiluese n[ teorin[ e levizjeve .
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Simbolika

Ne shtjellimin e temes do te p[rdorim shenimet :

,...}3,2,1{=N  , bashk[sia e numrave natyror[,

),( ¥-¥=Â , bashk[sia e numrave real[,

),0[0 ¥=Â ,bashk[sia e numrave real[ jonegativ[,

),0( ¥=Â+  , bashk[sia e numrave real[ pozitiv[,

)0,(-¥=Â- , bashk[sia e numrave real[ negativ ,

AxÎ , x i takon bashk[sis[ A

AxÏ , x  nuk i takon bashk[sis[ A

BA Ì , A [sht[ n[nbashk[si e bashk[sis[ B

),( baI = , intervali i hapur real

),( ÂÂ´ mIC , hapsira e funksioneve t[ vazhdueshme nga mI Â´  n[ Â

),( ÂÂ´ mk IC  , hapsira e funksioneve me derivat t[ rendit k –t[  t[ vazhduesh[m.

],[ baC ,   hapsira e funksioneve reale t[ vazhdueshme f  n[ segmentin ],[ ba .

¥<÷÷
ø

ö
çç
è

æ
= ò

pb

a

p

p
txx

1

)(  , ],[ baCxÎ , ¥<£ p1 ,

[sht[ p[rkufizuar norm[ n[ hapsir[n ],[ baC .

],[ baC p , hapsira e funksioneve ],[ baC  me norm[n
p

txx )(a  ,

ò
b

a

dxxf )( , integrali i Rimanit p[r funksionin f n[ kufijt[ prej a deri n[ b
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Asup , suprimumi i bashk[sis[ A

Ainf , infimumi i bashk[sis[ A

)(max xf , maksimumi i funksioni f(x)

)(min xf , minimumi i funksionit f(x)

}{ na , vargu i numrave na , NnÎ

nn
a

¥®
lim , limiti i vargut }{ na

)(t+t , sh[nojm[ }0),(max{ tt
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1.Hyrje

Konsiderojm[ ekuacionin  diferencial t[ rendit t[ dyt[ n[ form[ implicite

0))(''),('),(,( =txtxtxtF (1.1)

ku ),),([ 3
0 ÂÂ´¥Î tCF .

Zgjidhje t[ ekuacionit (1.1) n[nkuptohet funksioni x(t) , ),[),[ 0 ¥Ì¥Î ttt x , i cili ka

derivate deri  te rendi i  dyt[ t[ vazhduesh[m dhe e plot[son ekuacionit (1.1) n[ intervalin

),[ ¥xt , ku 00 >³ tt x , p[r dallim nga rastet kur intervali i zgjidhjes kusht[zohet edhe n[

pjes[t tjera t[ boshtit real.

P[r zgjidhjen jo t[ zakonshme x(t)  t[ ekuacionit (1.1) konsiderohet se [sht[

oshiluese n[se ka nj[ varg t[ pafund[m zerosh q[ tentojn[ n[ pambarim d. m. th. n[se

ekziston vargu ¥
=1}{ nnt   i pikave t[ intervalit ashtu q[ ¥=

¥® nn
tlim   dhe 0)( =nx t   p[r

NnÎ . P[r ndryshe  x(t)  quhet  zgjidhje jooshiluese , d.m.th. x(t)  [sht[ zgjidhje

jooshiluese n[se ekziston 01 tt ³  , ashtu q[ p[r 1tt ³ , kemi 0)( ¹tx , pra x(t) nuk ka zero

n[ intervalin ),[ 1 ¥t . Me fjal[ tjera zgjidhja jooshiluese  n[ k[t[ interval [sht[ pozitive

ose negative n[ t[r[ intervalin ),[ 1 ¥t  .  P[r ekuacionin (1.1) themi se [sht[ oshilues ,

n[se t[ gjitha zgjidhjet e tij jan[ oshiluese.

K[tu do t[ paraqiten ekuacionet diferenciale t[ rendit t[ dyt[ t[ cil[t n[ kushte t[

caktuara kan[ zgjidhje oshiluese. Me k[t[ problematik[ n[ dekad[n e fundit jan[ marr[

shum[ autor[ t[ cil[t kan[ p[rcaktuar kritere q[ garantojn[ zgjidhje oshiluese p[r

ekuacionet e formave t[ ndryshme lineare gjysm[ lineare dhe jolineare  diferenciale t[
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rendit t[ dyt[ , n[ kushte t[ caktuara. P[r p[rcaktimin e intervaleve oshiluese d.m.th. n[

konstruktimin e  kritereve oshiluese , p[rgjith[sisht p[rdoren metoda  krahasuese e

Shturmit , metoda e p[rgjith[suar e Rikatit,  involvimi i funksioneve pozitive t[ Philos,

metoda e t[ mesmes integrale  etj. t[ cilat detalisht do t[ ilustrohen n[ shtjellimin e tem[s.

Konkretisht n[ k[t[ punim do t[ ilustrohen kritere mbi natyr[n e oshilacionit p[r zgjidhjet

e ekuacioneve diferenciale t[ rendit t[ dyt[ , duke u nisur nga rezultatet m[ t[

rend[sishme t[  paraqitura nga autor[ t[ ndrysh[m  p[r ekuacionin  linear[  (shih

punimet [40], [27], [28], [10], [9] , etj ), pastaj n[ k[t[ drejtim paraqiten teorema

oshilacioni edhe p[r ekuacionet diferenciale gjysm[ lineare t[ rendit t[ dyt[  (punimet

[5], [30], [32], [37], [41], [49],  etj. ) , ku kam v[rtetuar  disa rezultate m[ t[

p[rgjith[suara p[r forma t[ caktuara,t[ cilat p[rfshijn[ disa nga  rezultatet  tanim[ t[

njohura si raste t[ ve]anta . Duke u mb[shtetur n[ njohurit[ e prezentuara n[ punimet

[7], [14], [15], [16],[26], [43], [47], etj. p[r t[ ahtuquajturin ekuacion diferencial jolinear i

rendit t[ dyt[, me kufiz[ q[  shuhet ,  kam shqyrtuar zgjidhjet oshiluese t[ nj[ forme t[

caktuar dhe n[ k[t[ drejtim kam v[rtetuar disa teorema duke p[rdorur metod[n e Rikatit

t[ cilat do t[  paraqiten n[ vazhdim. Nj[ aspekt tjet[r q[ dallon n[ koeficient[t e

ekuacionit ,  jan[ edhe ekuacionet diferenciale t[ turbulluara t[ rendit t[ dyt[,  ku kam

kontribuar n[ paraqitjen e disa kritereve q[ p[rcaktojn[ oshilacionin e zgjidhjeve t[ tyre

( punimet [4], [19], etj. ) .

N[  shtjellimin e tem[s r[nd[si m[ t[ madhe  i kushtohet  zgjidhjeve oshiluese si dhe disa

kritere baz[ q[ garantojn[ zgjidhje oshiluese  t[ ekuacionit diferencial t[ rendit t[ dyt[ t[

formave t[ caktuara si dhe kushteve kur zgjidhjet e ekuacionit diferencial jan[ t[

kufizuara dhe t[ pa kufizuara.
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2. Pohime ndihm[se

K[tu do t[ paraqiten disa teorema , lema  baz[ si dhe rezultate me r[nd[si nga

disa  autor[  n[ teorin[ e oshilacionit p[r ekuacionin diferencial t[ rendit t[ dyt[  t[ cilat

rezultate do t[ p[rdoren n[ vazhdim. Vlen t[ ceket se kontribut n[ k[t[ pjese eshte

v[rtetimi i rrjedhimit 1.  N[ fillim paraqesim inekuacionin e njohur t[ Hollderit dhe t[

Minkovskit  pastaj shkurtimisht disa kritere t[ oshilacionit dhe jooshilacionit t[

ekuacionit diferencial t[ rendit t[ dyt[ t[ paraqitur nga disa autor[ viteve t[ fundit.

Teorema 2.1 (Jobarazimi i Hollderit ): P[r ¥<< p1  dhe p[r funksionet

],[, baCyx Î  , vlen jobarazimi

qb

a

q
b

a

pb

a

p tydttxdttytx

11

)()()()( ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
£ òò ò .

ku 111
=+

qp
.

V[rejm[ se p[r p=2 , kemi q=2  , inekuacioni  i Hollderit kthehet n[ inekuacionin e

Bunijakowsky- Schwartz-it

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
£ òò ò

b

a

b

a

b

a

tydttxdttytx 222 )()())()(( .

N[se funksionet x(t) , y(t)  jan[ pozitive dhe t[ vazhdueshme n[ segmentin ],[ ba ,

at[her[ , vlen

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
£ òò ò

b

a

b

a

b

a

dttydttxdttytx )()())()(( 222 .

Teorema 2.2 (Minkowskit): P[r ¥<£ p1  dhe funksionet ],[, baCyx Î , vlen
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pb

a

ppb

a

pp
b

a

p dttydttxdttytx

11
1

)()())()(( ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
£+ òòò .

N[ nd[rtimin e disa kritereve oshiluese me t[ cilat do t[ njihemi m[ von[ ,  p[rdoret

jobarazimi i cili vlen p[r funksionet pozitive  t[ cilin e paraqesim n[ vazhdim.

Lema 2. 1[5]. N[se X dhe Y  jan[ funksione jonegativ[ , at[her[  vlen

0)1( 1 ³--+ -ggg XYYX yy , 1>g

ku barazimi q[ndron n[se dhe vet[m n[se X = Y.

Shpesh n[ shtjellimin e tem[s do t[ p[rdorim inekuacionin :

Lema 2.2[5]  (  jobarazimi i  Gronwall’s-it). Le t[ jet[ ),[ 0 TtI = ,  interval i numrave

real. Supozojm[, n[se

ò+£
t

t

dssusqctu
0

)()()(  ,  p[r ItÎ

ku c konstant[  jonegative dhe ),(, +Î RICqu , at[her[ vlen[

ò£
t

t

dssqctu
0

)(exp()( ,  p[r ItÎ .

N[ vazhdim do t[ paraqesim lem[n e Wong e cila p[rcakton nj[ relacion  shum[ t[

r[nd[sish[m mes  zgjidhjes x(t)  dhe derivatit t[  tij x’(t)  i cili kusht p[rdoret nga shum[

autor[  n[ nd[rtimin e kritereve t[ oshilacionit te ekuacionet diferenciale t[ rendit t[ dyt[

gj[ q[ haset edhe n[ shtjellimin e tem[s.

{sht[ fjala p[r ekuacionin e form[s

0))(()())'(')(( =+ txgtqtxtr (2.1)

p[r cilin , autori n[ [59]  paraqet k[t[ rezultat p[r zgjidhjet joooshiluese :

Lema 2. 3[59]. Le t[ jet[
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ò ³
¥®

t

T
t

dssq 0)(inflim ,  p[r T  mjaft t[ madh , (2.2)

at[her[ ]do zgjidhje jooshiluese e (2.1) e cila nuk [sht[ konstant[ duhet t[ plot[soj[

kushtin 0)(')( >txtx  , p[r t  mjaft t[ madh.

Meq[ jemi p[rq[ndruar n[ teoremat e oshilacionit , gjegj[sisht t[ jooshilacionit , n[ vijim

paraqesim disa nga rezulatatet m[ t[ rend[sishme p[r disa nga ekuacionet baz[

diferenciale t[ rendit t[ dyt[ .

N[ [30]  autori tregon se (2.1) [sht[ oshilues  n[se  ekziston funksioni konkav pozitiv

+ÂÎr  ashtu q[

ò ¥=-
¥®

t

tt
dssqsst

t
0

)()()(1suplim rb
b ,  p[r ndonj[ 1³b .

Mbi oshilacionin e ekuacionit   m[ t[ p[rgjith[suar t[ form[s

0))('),(()()('' =+ txtxgtqtx (2.3)

Bihari   n[ [60]  v[rteton : n[se q(t)>0  p[r ]do 0tt ³  dhe

ò ¥=
¥®

t

t
t

dssq
0

)(lim

at[her[ ]do zgjidhje e ekuacionit  (2.3) [sht[ oshiluese.

P[r ekuacionin

0)()())'(')(( =+ tutqtuta (2.4)

 ku )],,([)( 21
1 +Î RttCta  dhe )],,([)( 21 RttCtq Î n[ [8] [sht[ prezentuar kriter verifikues

p[r zgjidhjet  jooshiluese  i cili jepet me an[ t[ k[saj :

Teorem 2. 4[8]. : Ekuacioni (2.4) [sht[ jooshilues n[se dhe vet[m n[se ekziston 0tT >

dhe funksioni )),,([)( 1 RTCth ¥Î , i cili e plot[son inekuacionin

0))'()(()()()( 2 £-+ thtathtatq , p[r Tt ³ .
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Duke u bazuar n[ k[t[ teorem[ n[ kushte m[ t[ p[rgjith[suara mund t[ v[rehet se [sht[ i

v[rtet[ :

Rrjedhim 2.1[11] .  N[se 0)(' £ta , p[r 0tt ³ , 1)( ³tl  , p[r Tt > dhe

4
1

)(
)()(suplim

2

<
¥® ta

tqtlt
t

, (2.5)

at[her[ ekuacioni (2.4 ) [sht[ jooshilues.

 V[rtetim: Me t[ v[rtet  nga (2.5)  ekzistojn[  numrat 0tT ³  dhe
4
1

<c  ashtu q[

c
ta

tltqt
£

)(
)()(2

, prej nga
)(
)()( 2 tlt

tcatq £  p[r Tt ³ .

Le t[ marrim
t

th
2
1)( -= , at[her[

£-+ ))'()(()()()( 2 thtathtatq

=-++£-
-

-+£ 222222 2
)(

2
)('

4
)()(

2
)(

2
)('

4
)(

)(
)(

t
ta

t
ta

t
ta

t
tca

t
ta

t
ta

t
ta

tlt
tca

0)()('
4

14)( 2 £-
-

= thta
t

cta  ,p[r Tt ³ .

Shpesh n[ shqyrtim t[ oshilacionit t[ zgjidhjeve haset edhe ekuacioni  diferencial i

form[s

0)()()()()('))(((')(' 2 =+++ tqtvtptvtgtgxftv

prej t[ cilit fitohet ekuacioni diferencial i rendit t[ dyt[ me an[tar[ q[ shuhet

0))((()()(')()('' =++ tgxftqtxtptx (2.6)

duke p[rdor z[vend[simin

))(((
)(')(
tgxf

txtv =

q[ [sht[ pjes[ e studimit n[ vazhdim n[ kushte t[ caktuara.

N[ nj[ k[ndv[shtrim tjet[r ekuacioni i form[s
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0)()()(')()('' =++ txtqtxtptx (2.7)

me z[vend[simin

ò
=

- dssp

etutx
)(

2
1

)()(

merr form[n

0)()
4

)(
2

)(')(()(''
2

=--+ tutptptqtu

i cili poashtu p[rdoret n[ konstruktimin e kritereve oshiluese p[r ekuacionet diferenciale

me kufiz[ shuarje  (2.6) dhe (2.7).
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3. Teorema krahasuese e Shturmit

Metod[ sipas t[ cil[s mund t[ p[rcaktohet zero e zgjidhjes s[  ekuacionit

diferencial t[ rendit t[ dyt[ n[ nj[ interval t[ caktuar [sht[ e ashtuquajtura metoda e

Shturmit. M[nyra e p[rcaktimit  bazohet n[ kushtet fillestare dhe krahasuese t[

koeficient[ve t[ dy barazimeve t[ form[s s[ nj[jt[ t[ cil[t dallojn[ p[r nga koeficienti

pran[ x(t) , y(x) p[rkat[sisht sic v[rehet n[ vazhdim.

Marrim n[ konsiderate  ekuacionet diferenciale t[ rendit t[ dyt[

0)()()('' =+ txtqtx (3.1)

dhe

0)()()('' 1 =+ tytqty (3.2)

t[ cil[t dallohen sipas koeficient[ve  pran[ x(t)  dhe y(t) . At[her[ n[ kushte t[ caktuara

tregohet natyra e zgjidhjes s[ ekuacionit (3.2)  n[ nj[ interval t[ dh[n[.

Teorema 3.1[8]: Le t[ jen[ x(t)  dhe y(t) zgjidhje jotriviale t[ ekuacioneve

0)()()('' =+ txtqtx

 dhe

0)()()('' 1 =+ tytqty

respektivisht n[ nj[ interval ÂÍ],[ 21 tt . Supozojm[ se 0)()( 21 == txtx ,

)],,([)(),( 211 ÂÎ ttCtqtq  dhe plot[sojn[ ))()((),()( 11 tqtqtqtq ¹³  n[ ],[ 21 tt .

At[her[ y(t) duhet t[ nd[rroj shenj[ n[ ),( 21 tt .
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Metoda standarde e v[rtetimit bazohet n[ Wronskianin (shih fq. 29 [29]) d.m.th. meq[

vlen

)()())()(()('')()('')())(')()(')(( 1 tytxtqtqtytxtxtytytxtxty
dt
d

-=-=- ,

prej nga n[se integrojm[  nga 1t   deri n[ 2t

dssysxsqsqtytxtxty
t

t

t

t
)()()]()([))(')()(')((

2

1

2

1

1 -=- ò ,

fitojm[   kontradicionin  e d[shiruar t[ supozimit q[ 0)( >tx  dhe 0)( >ty  n[

 intervalin ),( 21 tt .

Ky rezultat mund t[ shtrihet edhe p[r zgjidhjet e ekuacionit diferencial m[ t[

p[rgjith[suar

0)()())'(')(( =+ txtqtxta

 dhe

0)()())'(')(( 1 =+ tytqtyta  ,

ku )],,([)( 21
1 +ÂÎ ttCta  dhe q(t), )],,([)( 211 ÂÎ ttCtq .

N[ t[ v[rtet p[r t[ v[rtetuar k[t[ , duhet t[ p[rdorim identitetin e Shturmit

)()())()(()('')()('')())(')()()(')()(( 1 tytxtqtqtytxtxtytytatxtxtaty
dt
d

-=-=-

Megjith[ k[t[  ,na  duhet t[ krahasojm[ zgjidhjet e ekuacioneve

0)()())'(')(( =+ txtqtxta (3.3)

dhe

0)()())'(')(( 1 =+ tytqtyta  , (3.4)

ku )],,([)(),( 21
1

1
+ÂÎ ttCtata  dhe )],,([)(),( 211 ÂÎ ttCtqtq  n[n hipotez[n

))()((),()( 11 tqtqtqtq ¹³ , n[ ],[ 21 tt , )()( 1 tata ³ , (3.5)
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at[her[  identite i Shturmit do t[ ket[  form[n

)(')('))()(()()())()(())(')()()(')()(( 11 tytxtatatytxtqtqtytatxtxtaty
dt
d

-+-=-

i cili nuk [sht[ i plotfuqish[m p[r derisa nuk jan[ t[ njohura shenjat e )(' tx  dhe )(' ty .

Mir[po , n[se 0)( ¹ty  , at[her[ ky identitet modifikohet nga Pikone [8] n[ form[n

=- ))(')()()(')()((
)(
)(( 1 tytatxtxtaty

ty
tx

dt
d

2
1

2
11 ))('

)(
)()(')(())('))(()(()()())()(( ty

ty
txtxtatxtatatytxtqtq -+-+-= ,    (3.6)

i cili jep nj[ rezultat m[ t[ p[gjith[suar.

Me t[ v[rtet , n[se 0)()( 21 == txtx , 0)( >ty  n[ ],[ 21 tt  dhe vlen  (3.5) ,n[se  integrohet

(3.6) nga 1t  deri n[ 2t  arrijm n[ kund[rshtimin e d[shiruar. Identiteti i Picones  ofron nj[

d[shmi elementare , por v[rtetim rigoroz t[ teorem[s s[ Shturmit. Prandaj ky rezultat

[sht[ i njohur si teorema e Shturm – Picone.
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4.Kritere oshiluese  t[ ekuacioneve diferenciale lineare

t[ rendit t[ dyt[

Do t[ paraqesim  ekuacionin linear  diferencial t[ rendit t[ dyt[, duke cituar disa kritere

baz[ n[ teorin[ e oshilacionit t[ cilat m[ von[ jan[ si raste t[ ve]anta t[ ekuacioneve

diferenciale gjysm[ - lineare , superlineare dhe  jolineare t[ rendit t[ dyt[.

P[r ekuacionin diferencial linear[  t[ rendit t[ dyt[ t[ form[s

0)()()('' =+ txtqtx (4.1)

 prezentojm[ n[ vazhdim  inekuacionin ndihm[s t[  Liapunovit  nj[ relacion mbi

integralin e caktuar t[ koeficientit q(t) me kufij,  zerot e nj[pasnj[shme t[ zgjidhjes s[

ekuacionit (4.1) i cili  inekuacion m[ von[ p[rdoret shpesh nga autor[t e tjer[ n[ studimin

e zgjidhjeve oshiluese dhe jooshiluese te ekuacionet diferenciale t[ rendit t[ dyt[ :

Teorema 4.1[8]: Le t[ jet[ )),,(()( +ÂÎ baCtq  jo identikisht zero n[ ndonj[ n[nbashk[si

t[ hapur t[ ),( ba . Supozojm[ se x(t)  [sht[ zgjidhje jotriviale  e ekuacionit  (4.1) i cili ka

zero t[ nj[pasnj[shme at =  dhe bt = .

 At[her[  [sht[ i v[rtet inekuacioni

ò >-
b

a

dssqba 4)()( .

Meq[ punimi i kushtohet zgjidhjeve oshiluese t[ ekuacioneve  diferenciale t[ rendit t[

dyt[ , n[  vijim shkurtimisht do t[ paraqesim disa pohime baz[ q[ kan[ t[ b[jn[ me

zgjidhjet jooshiluese t[ ekuacionit diferencial t[ rendit t[ dyt[  t[  nj[ forme t[ caktuar.
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Studimi i natyr[s oshiluese dhe jooshiluese  n[ zgjidhjet e ekuacionit   diferencial t[

rendit t[ dyt[,  mori hov n[ gjysm[n e dyt[ t[ shekullit XX. K[shtu duke u nisur nga

ekuacioni  konkret

0'' 2 =+ y
x

y g

i cili  [sht[ oshilues p[r
4
1

>g , kurse jooshilues p[r
4
1

£g , Einar Hille   (  fq. 234 [27])

n[ studimin  e ekuacionit t[  p[rgjithsh[m linear diferencial t[ rendit t[ dyt[  (4.1)

ku p(x)   [sht[ funksion i vazhduesh[m pozitiv n[ intervalin ),0( ¥  ,duke p[rdor

funksionin g(x) t[ p[rkufizuar me

ò
¥

=
x

dxxpxxg )()(

n[ shqyrtimin e zgjidhjeve oshiluese  (k[tu supozohet se integrali ekziston)

duke p[rdor madh[sit[

)(inflim* xgg
x ¥®

=

dhe

)(suplim* xgg
x ¥®

=

tregon se
4
1

* £g , 1* £g , n[se (4.1) [sht[ jooshilues  dhe
4
1* ³g ,  n[se ekuacionit (4.1)

[sht[ oshilues.

Poashtu  Zeev Nehari n[ [28] p[r ekuacionin diferencial  (4.1)

jep nj[ kusht shum[ t[ fuqish[m mbi zgjidhjet oshiluese dhe jooshiluese me an[ t[ k[saj :

Teorema 4.2 [28] : Barazimi (4.1) [sht[ oshilues , at[her[ dhe vet[m at[her[ n[se:

ò
¥

¥®
¥=

x
x

dxxpx )(suplim  .
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Ekuacioni  (4.1) [sht[ jooshilues , at[her[ dhe vet[m at[her[ n[se

ò
¥

¥®
¥=

x
x

dxxpx )(lim .

V[rtetimin e gjeni n[ 430 n[ [28].

P[r ekuacionin   (4.1)  autori n[ [10] v[rteton se [sht[ oshilues n[se q(t) >0  , p[r ]do

0tt ³  dhe

ò ¥=
¥®

t

t
t

dssq
0

)(lim .

N[ vazhdim paraqesim disa kritere t[ njohura oshilacioni t[ ekuacionit  (4.1)  ku

)),,([)( 0 Â¥Î tCtq .

K[shtu    Winter  n[ [39] ka prezentuar  nj[ kriter thelb[sor me an[ t[ k[saj:

Teorema 4.3 [39]: N[se vlen

ò ò ¥=
¥®

t

t

s

t
t

dvdsvq
t

0 0

)(1lim ,

at[her[ ekuacioni (4.1) [sht[ oshilues.

M[ von[ i nxitur nga ky  rezultat Winter n[ [39] p[r q(t) funksion i ]far[dosh[m v[rteton

se barazimi (4.1) [sht[ oshilues n[se

ò ¥=-
¥®

t

t
t

dssqst
t

0

)()(1lim . (4.2)

N[ [38]  autori tregon se limiti nuk mund t[ ]vendoset nga ana e sip[rme dhe se kusht i

domosdosh[m p[r oshilim t[ zgjidhjeve t[ ekuacionit (4.1) paraqitet si m[posht[.

Teorema 4.4 (Hartman)[58] : Kusht i domosdosh[m q[ ekuacioni (4.1)  t[ jet[ oshilues

[sht[

t
dsdq

t

t

t

s

t tt

1suplim)(1inflim
0 0

ò ò
¥®¥®

<<¥- xx ò ò ¥£
t

t

s

t

dsdq
0 0

)( xx .
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N[ rrethana tjera poashtu tregohet se [sht[ i v[rtet konkluzioni i paraqitur nga ana e

Kamenev  n[ :

Teorema 4.5 (Kamenev )[40]: N[se p[r ndonj[ num[r 1>n , vlen

¥=-ò¥®
dssqst

t

t

t

n
nt

)()(1suplim
0

(4.3)

at[her[ ekuacioni (4.1) [sht[ oshilues.

P[r rastin kur kushti (4.3) nuk plot[sohet, nj[ pjes[ t[ p[rgjigjes e gjejm[ poashtu n[  :

Teorema 4.6 (Kamenev ): Le t[ vlej

¥<-ò¥®
dssqst

t

t

t

n
nt

)()(1suplim
0

,  p[r ndonj[ 1>n .

N[se ekziston funksioni )),,([)( 0 Â¥Î tCtt ,

ashtu q[

)()()(1inflim Tdssqst
t

t

T

n
nt

t³-ò¥®
,

p[r ]do 0tT ³  dhe

¥=ò
¥

+ dtt
t

2))((
0

t ,

ku }0),(max{)( tt tt =+ , 0tt ³ ,

at[her[ ekuacioni (4.1) [sht[ oshilues.
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5. Kritere oshiluese  t[ ekuacionit diferencial t[ rendit t[ dyt[

Teoria e oshilacionit p[r nj[ ekuacion m[ t[ p[rgjith[suar  diferencial t[ rendit t[ dyt[ ka

qen[ tem[ hulumtimi e shum[ autor[ve n[ gjysm[-shekullin e kaluar dhe n[ fillim t[ k[tij

shekulli . Nj[ pjes[ t[ k[tyr[ rezultateve t[ arritura do t[ paraqiten edhe k[tu.

{sht[ fjala p[r disa kritere t[ njohura oshilacioni p[r ekuacionin diferencial t[ rendit t[

dyt[ t[ form[s

0))(()())'(')(( =+ txftqtxta (5.1)

t[ cilat rezultate do t’i p[rdorim p[r konstruktimin e disa kritereve t[ reja m[ t[

p[rgjith[suara  , ku ),),,([)(),),,([)( 00 Â¥ÎÂ¥Î + tCtqtCta  p[r 00 ³t  dhe

),( ÂÂÎCf .

Gjithashtu mb[shtetemi  n[ kushtet

i) ò
¥

¥=
)(sa

ds

dhe

ii) 0)( >xxf   dhe 0)(' ³xf ,  p[r 0¹x .

Disa nga kushtet q[ ekuacioni (5.1) t[ jet[ oshilues jepen n[ k[t[ teorem[:

Teorema 5. 1 [42] : N[se vlen[ i) ,  ii)  dhe

ò
¥

¥=dssq )( (5.2)

at[her[ ekuacioni (5.1) [sht[ oshilues.
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Me fjal[ tjera k[tu v[rehet se funksioni a(t) i cili [sht[ pozitiv nga kushti i) implikon q[

ai t[ tentoj n[ zero kur ¥®t  , kurse nga kushti ii) v[rehet se ¥®)(tq ,  kur ¥®t .

K[tu paraqesim v[rtetimin n[ t[r[si t[ k[saj teoreme sepse pjes[ nga ky v[rtetim

p[rdoren n[ shtjellimin e tem[s n[ vazhdim.

V[rtetim : Me t[ v[rtet[ ,nisemi nga e kund[rta   , rrjedhimisht se zgjidhja x(t)  e

ekuacionit (5.1) [sht[ jooshiluese, d.m.th. 0)( ¹tx   p[r 01 ttt ³³ .

N[ vazhdim p[rdorim metod[n e njohur t[ Rikatit pra, p[rkufizojm[ funksionin

)((
)(')()(

txf
txtatw = ,  p[r 1tt ³

n[se derivojm[ , kemi

)()(
)(
))((')()(' 2 tqtw

ta
txftqtw -£--= (5.3)

Integrojm[ ekuacionin e fundit prej 1t  deri t dhe marrim

ò-£
t

t

dssqtwtw
1

)()()( 1 ,

ose

ò-£
t

t

dssqtw
txf

txta

1

)()(
))((

)(')(
1 .

Mbetet t[ shqyrtojm[ rastet 0)( >tx  dhe 0)( <tx . Supozojm[ se 0)( >tx  , rrjedhimisht

edhe 0)(( >txf  nga kushtet e teorem[s p[r 1tt ³ . Nga kushti  (5.2)  konkludojm[ se

ekziston 12 tt ³  , ashtu q[ 0)(' <tx , p[r 2tt ³ . N[ an[n tjet[r poashtu nga kushti   (5.2) i

teorem[s rrjedh se ekziston 12 ttT ³³ , ashtu q[

0)(
2

=ò
T

t

dssq   dhe 0)( ³ò
t

T

dssq   , p[r Tt > .

N[se ekuacionin (5.1) e integrojm[ me pjes[ prej T  deri t , do t[ kemi
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ò-=
t

T

dssxfsqTxTatxta )(()()(')()(')(

ò ò ò £÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+-=

T

T

t

T

t

T

TxTadsduuqsxtsxfdssqtxfTxTa )(')()()('))(((')())(()(')( .

sepse

ò ³
T

T

dssqtxf 0)())(( ,

 kurse

ò ò £÷÷
ø

ö
çç
è

æt

T

t

T

dsduuqsxtsxf 0)()('))(((' .

Tani, n[se relacionin

)(
)(')()('

ta
TxTatx £

e integrojm[ nga T  deri t  fitojm[

ò+£
t

T sa
dsTxTaTxtx

)(
)(')()()( -¥® ,  kur ¥®t ,

q[ [sht[ n[ kund[rshtim me supozimin ton[ . N[ m[nyr[ t[ ngjashme  diskutohet edhe

p[r rastin x(t)<0  .

N[ [8] autori p[r ekuacionin  (5.1) n[n kushtet

i) )),,([)( 0
+Â¥Î tCta

ii) )),,([)(),( 0 Â¥Î tCtqtp ,

iii) ),( ÂÂÎCf ,  funksion me derivat t[ vazhduesh[m p[rve] n[ 0, dhe plot[son

0)( >xxf   dhe 0)(' ³xf  ,  p[r 0¹x (5.4)

gjithashtu f(x)  [sht[ rrept[sisht suoerlinear[ n[ kuptimin se
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ò
¥

¥<
)(uf

du   dhe ¥<ò
-¥

)(uf
du (5.5)

P[r zgjidhjet  oshiluese t[  ekuacionin diferencial  (5.1) n[se nuk plot[sohet kushti tani

m[ i njohur ò
¥

¥=
0

)(
t

dssq , at[her[ [sht[ e nevojshme t[ plot[sohet kushti

òò
¥

¥®
¥=

00

)(
)(

1lim
t

t

t
t

dssq
sa

,  i cili [sht[ nj[ relacion ku poashtu involvohet integrali

karakteristik  i form[s ò
¥

0

)(
t

dssq  t[ cilin e hasim n[ shum[  pohime t[ cilat flasin p[r

zgjidhjet oshiluese t[  ekuacionit  (5.1).

Teorema 5.2 [8] . Supozojm[ se vlen  (5.4) dhe (5.5),

ò
¥

¥=
0

)(
1

t

ds
sa

(5.6)

ò
¥

¥<
0

)(
t

dssq (5.7)

ò ³
¥®

t

T
t

dssq 0)(inflim  ,  p[r ]do t[ mjaft t[ madh (5.8)

dhe

òò
¥

¥®
¥=

00

)(
)(

1lim
t

t

t
t

dssq
sa

(5.9)

at[her[  ekuacioni   (5.1) [sht[ oshilues.

N[se n[  ekuacionin (5.1) marrim kushtin a(t)  funksion i kufizuar d.m.th. ata £)( ,  p[r

0tt ³ ,  ku a konstant[ pozitive , at[her[ plot[sohet kushti dt
tat

ò
¥

0
)(

1
¥=> ò

¥

dt
at0

1   dhe n[

k[t[ p[rmbajtje v[rtetohet kjo teorem[:
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Teorema 5.3 [8]. Le t[ jet[ 01 ,)( ttata ³£ ,  ku a1 [sht[ nj[ konstant[ pozitive dhe vlen

kushti  (5.5) . N[se p[r ]do T mjaft t[ madh , ekziston TT ³1 , ashtu q[

òò
¥

¥®
-¥>

T

t

T
t

duuq )(inflim
1

(5.10)

dhe

ò
¥

¥=
0

)(
t

dsssq (5.11)

at[her[  ekuacioni (1) [sht[ oshilues.

N[ vijim prezentohet teorema e cila sjell  t[ involvuara kushtet e teorem[s 1. n[ nj[ form[

tjet[r .

Teorema 5.4 [8]: N[se

¥=÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
ò ò
¥

-

dsduua
s

t

1

0

)( (5.12)

dhe

ò ò ¥=
¥®

t

t

s

t
t

dudsuq
t

0 0

)(1lim (5.13)

at[her[  ekuacioni (5.1) [sht[ oshilues.

Tani, n[  ekuacionin (5.1) n[se marrim 1)( =ta   dhe xxf =)( ,  v[rehet se teoremat 3

dhe 4 t[ prezentuara m[ lart[ mbulojn[ kushtet e teorem[s s[ Winterit  (shih [39] p[r

zgjidhjet oshiluese t[ ekuacionit diferencial t[ rendit t[ dyt[ , sepse plot[sohet edhe kushti

ò
¥

¥=
0t

ds  q[ [sht[ kushti i)  i cekur m[ lart[.

V[rtetim : Le t[ jet[ x(t)  zgjidhje jooshiluese e ekuacionit  (5.1). Supozojm[ se x(t)>0 ,

p[r .00 >> tt  P[rkufizojm[ funksionin
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)(
)(')()(

tx
txtatw = ,  p[r 0tt > .

N[se derivojm[ ekuacionin e fundit , marrim

)(
)(

1)()(' 2 tw
ta

tqtw --= ,  p[r 0tt > . (5.14)

N[ vazhdim n[se integrojm[  dy her[ ekuacionin (5.14)  prej 0t   deri t , kemi

ò ò ò ò ò--=+
t

t

t

t

s

t

t

t

s

t

dudsuq
tt

twttwtdu
ua
uwdssw

1 0 0 0 0

))(1)(
)((

)(
)()( 00

0

2

 nga kushti  (5.13) , ekziston 01 tt ³ ,  ashtu q[ p[r 1tt ³  t[ vlej

ò ò ò <+
t

t

t

t

s

t

du
ua
uwdssw

1 0 0

0
)(
)()(

2

tani p[r 1tt ³  , kemi =)(tF ò ò ò-<
t

t

s

t

t

t

dsswdu
ua
uw

0 0 0

)(
)(
)(2

.

Meq[ F(t) [sht[ funksion jonegativ , kemi

22 ))(()(
0

ò<
t

t

dsswtF .

Nga ekuacioni  i Schwartz-it  , marrim

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
£= òòòò

t

t

t

t

t

t

t

t

ds
sa
swdssads

sa
swsadssw

0000
)(
)()()

)(
)()(())((

2
22 ,  p[r 1tt ³ .

Nga p[rkufizimi i funksionit jonegativ F(t) v[rejm[ se ekziston 12 tt ³ , ashtu q[ p[r

2tt ³ , vlen F(t)>0 .

Pra,

£÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
< ò

2

2

0

)()(
t

t

dsswtF ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
òò
t

t

t

t

ds
sa
swdssa

00
)(
)()(

2
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prej nga

)(
)(')( 2

1

0
tF
tFdssa

t

t

£÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-

ò ,  p[r 2tt ³ . (5.15)

Integrohet  (5.7) prej 2t  deri n[ t , fitojm[

¥<£+-=-=£÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
òòò

-

)(
1

)(
1

)(
1

)(
1

)(
)(')(

22
2

1

2202
tFtFtFtF

ds
sF
sFdsduua

t

t

t

t

s

t

t

t

i cili [sht[ n[ kund[rshtim me kushtin (5.12) t[ teorem[s. Ngjash[m diskutohet edhe rasti

p[r x(t)<0,  rrjedhimisht teorema u v[rtetua t[r[sisht.
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6. Oshilacioni ne ekuacionet gjysm[-lineare diferenciale

t[ rendit t[ dyt[

K[tu do t[ prezentojm[ kritere oshilacioni p[r ekuacionin diferencial  gjysm[-linear t[

rendit t[ dyt[ i cili paraqitet si p[rgjith[sim i ekuacionit linear . N[ vitet e fundit k[tij lloji

ekuacioni i [sht[ kushtuar v[mendje e posa]me. Ne do t[ paraqesim disa forma

ekuacionesh gjysm[ lineare differenciale t[ rendit t[ dyt[  dhe do t[ paraqiten kriteret

p[rkat[se si dhe do t[ b[het krahasimi i rezultateve t[ arritura nga autor[ t[ ndrysh[m t[

k[saj fushe. Disa nga rezultatet e cekura  n[ k[t[ kapitull paraqiten si raste t[ kritereve t[

cilat nd[rtohen n[ pjes[n  shtat[  dhe tet[.

Konsiderojm[ ekuacionin diferencial t[ form[s :

0))(()())'('()(( =+ txtctxtr ff (6.1)

ku )),,([)(),),,()( 00 Â¥ÎÂ¥Î + tCtctCtr  dhe funksioni real[ Â®Â:f  [sht[ i

p[rkufizuar me yyy 1)( -
=

af   , ku 0>a  [sht[ num[r i caktuar. N[se 1=a , at[her[

barazimi (1) reduktohet n[ ekuacionin linear  diferencial t[ rendit t[ dyt[

0)()()('')(( =+ txtqtxtr . (2)

N[n hipotez[n se zgjidhja e ekuacionit (6.1) [sht[ funksioni real )),,([)( 0
' Â¥Î tCtx  ,

at[her[ n[se )(tx  [sht[ zgjidhje pozitive e  (6.1) dhe gjithashtu rrit[s ose zvog[lues ,

at[her[ ekuacioni  (6.1) reduktohet n[ ekuacionin shume t[ njohur t[  Euler- Lagranzhit

0)()()')(')((( =+ txtctxtr aa (6.3)
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ose

0)()()')(')((( =-- txtctxtr aa (6.4)

p[rkat[sisht.

Autor[ n[  punimet [5], [38], [30],dhe [40] kan[ studiuar natyr[n oshiluese t[ ekuacionit

(6.1) p[r rastin 1)( =tr  , d.m.th. kan[ paraqitur kritere oshiluese p[r ekuacionin

0))(()())]'('([ =+ tutctu ff (6.5)

Paraqesim inekuacionin e p[rgjith[suar t[ Liapunovit i cili vlen p[r ekuacionin

diferencial  gjysm[ - linear[  (6.5).

Teorema 6.1 [8]: Le t[ jet[ )],,([)( 0ÂÎ baCtc  , jo identikisht zero n[ ndonj[

n[nbashk[si t[ ],[ ba . Supozojm[ se x(t)  [sht[ zgjidhje jotriviale e ekuacionit (6.5) q[ ka

zero t[ nj[pasnj[shme at =  dhe bt = . At[her[ q[ndron inekuacioni :

ò-<+
b

a

dsscab )()(2 1 aa .

V[rtetim : Pa humbur n[ parim , supozojm[ se 0)( >tu  n[ ),( ba . Le t[ jet[ M

maksimum i u(t)  n[ segmentin ],[ ba , i cili arrihet n[ ndonj[ pik[  me kordinat[

)(0 abat -+= e , 10 << e .

At[her[ , kemi

ò-=-
b

a

dttu
dt
dbuau ))('())('())('( fff

òò <=
b

a

b

a

dttcMdttutc )()(()( af . (6.6)

Nga u(t) >0  dhe 0)( ³tc   rrjedh se u(t)  [sht[ konkav. Tani mund t[ marrim

)(
)('

ab
Mau
-

³
e

,  dhe
))(1(

)('
ab

Mbu
--

-
³

e
.
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Nga uuu 1)( -
=

af ,  kemi

))1((
)(

))('())('( aa
a

a

eeff -- -+
-

=-
ab

Mbuau

Kjo dhe inekuacioni  (6.6) implikojn[

ò-<-+ --
b

a

dttcab )()()1( aaa ee .

N[ intervalin (0,1) , funksioni aa ee -- -+ )1(  ka maksimum 12 +a , i cili arrihet p[r

2
1

=e .

 Prandaj

ò-<+
b

a

dttcab )()(2 1 aa

q[ v[rteton edhe teorem[n.

 N[ vazhdim  japim disa kritere oshilacioni p[r ekuacionin (6.1) .

Teorema 6.2 [5] : Le t[ jet[ }:),{( 00 tststD ³>=  dhe }:),{( 0tststD ³³= .

 Supozojm[ se );( ÂÎ DCH  plot[son kushtet

i) 0),( =ttH , p[r 0tt ³ , 0),( >stH ,  p[r 0tst ³> ;

ii) H  [sht[ funksion i vazhduesh[m dhe me derivat  parcial  jopozitiv  n[ 0D  n[ respekt

t[ ndryshores s[ dyt[.

Poashtu supozojm[ se Â®0: Dh ,  [sht[ funksion i vazhduesh[m ashtu q[

qstHsth
s

tsH 1

)],()[,(),(
=

¶
¶  ,  p[r  ]do 0),( Dst Î

dhe

ò ¥<
t

t

p dssth
0

),( ,  p[r ]do 0tt ³ , (6.7)
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ku

111
=+

qp
.

N[se

ò ¥=-
¥®

t

t

p

t
dssth

p
scstH

ttH
0

})),(1()(),({
),(

1suplim
0

(6.8)

at[her[  ekuacioni (6.1) [sht[ oshilues.

V[rtetimin i k[saj teoreme  [sht[ n[ [5] faqe 573.

N[ k[t[ vazhd[ p[r zgjidhjet oshiluese t[ ekuacionit (6.1) vlen :

Teorema 6.3 [5] : Le t[ plot[sojn[ H  dhe h  kushtet e teorem[s 1. dhe le t[ vlej

¥£<
¥®³

}
),(
),(inflim{inf0

00 ttH
stH

tts
(6.9)

dhe

ò ¥<
¥®

t

t

p

t
dssth

ttH
0

),(
),(

1suplim
0

. (6.10)

Supozojm[ se ekziston funksioni ),[ 0 ¥Î tCA   , ashtu q[

ò
¥

+ ¥=
0

)(
t

p dssA (6.11)

dhe

ò ³-
¥®

t

T

p

t
TAdssth

p
scstH

TtH
)(})),(1()(),({

),(
1suplim , p[r ]do 0tT ³ , (6.12)

ku 0},0),(max{)( tssAsA ³=+ . At[her[ ekuacioni (6.5) [sht[ oshilues.

V[rtetim : Le t[ jet[ u(t) zgjidhje jooshiluese e ekuacionit (6.5) . Pa humbur n[

p[rgjith[simin e teorem[s mund t[ supozojm[ se 0)( >tu  n[ ),[ 0 ¥T ,  p[r 00 tT ³ .

P[rkufizojm[ funksionin ndihm[s
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))((
))('()(

tu
tutv

f
f

= ,  p[r  ]do 0Tt ³ .

N[se derivojm[ funksionin )(tv   dhe p[rdorim barazimin (6.5), fitojm[

)()()1()(' tctvptv q
---= ,  p[r ]do 0Tt ³ .

N[se shum[zojm[ me H(t,s) an[ p[r an[ dhe integrojm[ prej T deri n[ t , kemi

ò =
þ
ý
ü

î
í
ì

-
t

T

p dsstH
p

scstH
TtH

)),(1()(),(
),(

1

ò +-+-
t

T

pqq dssth
p

svstHpsvstHsth
TtH

Tv })),(1()(),()1()()],()[,({
),(

1)(
1

p[r 0TTt >> .

Rrjedhimisht

-=
þ
ý
ü

î
í
ì

-ò
¥®

)()),(1()(),(
),(

1suplim tvdsstH
p

scstH
TtH

t

T

p

t

ò +-+-
¥®

t

T

pqq

t
dssth

p
svstHpsvstHsth

TtH
})),(1()(),()1()()],()[,({

),(
1inflim

1

,

p[r 0TT ³ .

Tani nga kushti (6.12) , marrim

ò +-++³
¥®

t

T

pqq

t
dssth

p
svstHpsvstHsth

TtH
TAtv })),(1()(),()1()()],()[,({

),(
1inflim)()(

1

p[r ]do 0TT ³ .

Kjo tregon se

)()( TAtv ³ (6.13)

dhe

¥<+-+ò¥®

t

T

pqq

t
dssth

p
svstHpsvstHsth

TtH
})),(1()(),()1()()],()[,({

),(
1inflim

1

,
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p[r ]do 0TT ³ .

Sh[nojm[

dssvstH
TtH

ptf
t

T

q
ò

-
=

0

)(),(
),(

1)(
0

dhe

ò=
t

T

q dssvstHsth
TtH

tg
0

)()],()[,(
),(

1)(
1

0

,

p[r ]do 0Tt > .

At[her[

=+
¥®

)]()([inflim tgtf
t

ò £+-=
¥®

t

T

qq

t
dssvstHsthsvstHp

TtH
0

)}()],()[,()(),()1{(
),(

1inflim
1

0

ò ¥<++-
¥®

t

T

pqq

t
dssth

p
svstHsthsvstHp

TtH
0

}),(1()()],()[,()(),()1{(
),(

1inflim
1

0

 (6.14)

Nga  inekuacioni i fundit konkludojm[ se

¥<ò
¥

dssv
T

q

0

)( (6.15)

sepse n[ t[ kund[rt[n , p[r

¥=ò
¥

dssv
T

q

0

)( (6.16)

nga inekuacioni  (6.4)  ekziston konstanta  pozitive e , ashtu q[

0}
),(
),(inflim{inf

00

>>
¥®³

e
ttH
stH

tts
. (6.17)

Le t[ jet[ h   num[r i ]far[dosh[m pozitiv .

At[her[  nga (6.16) , ekziston 01 TT > , ashtu q[
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e
h

³ò dssv
t

T

q

0

)( ,  p[r ]do 1Tt ³ .

Si pasoj[ e k[saj[ marrim

tt dvdstH
TtH

ptf
t

T

q
s

T
ò ò

-
=

0 0

)(),(
),(

1)(
0

ds
ds

stHdv
TtH

p t

T

s

T

q
ò ò ÷

ø
ö

ç
è
æ ¶
-÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ-
=

0 0

),()(
),(

1

0

tt

ds
ds

stHdv
TtH

p t

T

s

T

q
ò ò ÷

ø
ö

ç
è
æ ¶
-÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ-
³

1 0

),()(
),(

1

0

tt

ds
ds

stH
TtH

p t

T
ò ÷

ø
ö

ç
è
æ ¶
-

-
³

1

),(
),(
)1(

0e
h

),(
),()1(

0

1

TtH
TtHp

e
h -

³ ,

p[r ]do 1Tt ³ .

Nga (6.17) gjendet 12 TT ³ , ashtu q[

e³}
),(
),(

0ttH
stH , p[r ]do 2Tt ³

e cila implikon

h)1()( -³ ptf ,  p[r ]do 2Tt ³ .

Meq[ h   [sht[ i ]far[dosh[m , at[her[

¥=
¥®

)(lim tf
t

. (6.18)

N[ vazhdim le t[ konsiderojm[ vargun { }¥=1nnt  , n[ intervalin ),( 0 ¥t  q[ plot[son

¥=
¥® nt

tlim

q[ plot[son
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)]()(inf[lim)]()([lim tgtftgtf nnt
+=+

¥®
. (6.19)

Nga (6.14) implikon se ekziston konstanta M  , ashtu q[

Mtgtf nn £+ )()( ,  p[r ,...3,2,1=n (6.20)

P[r m[ shum[  (6.18) siguron se

¥=
¥®

)(lim nt
tf (6.21)

dhe nga (6.20), marrim

-¥=
¥®

)(lim nt
tg . (6.22)

At[her[ nga  (6.20)  dhe (6.21) , fitojm[

2
1

)()(
)(

1 <£+
nn

n

tf
M

tf
tg ,  p[r n mjaft t[ m[dhenj.

Tani

2
1

)(
)(

-<
n

n

tf
tg   , p[r n mjaft t[ m[dhenj.

Inekuacioni i fundit dhe  (6.22) , implikojn[

¥=
¥® )(

)(
lim

n

q
n

n tf
tg

(6.23)

N[ an[n tjet[r , nga inekuacioni i Hollderit , kemi

q
t

T

q
nn

n

q
n dssvstHsth

TtH
tg ò=

0

)()],()[,(
),(

1)(
1

0

})(),(
)(

1{}),(
),(

1{
1

1

0 00

1

0
ò ò

-
-

£ -
n nt

T

q
t

Tn

q
n

p dssvstH
TtH

pdssth
TtHp

ò -

-
£

nt

T

q
n

pn dssth
TtHp

tf

0

1

0

}),(
),(

1{
1
)(

p[r ndonj[ num[r pozitiv n .
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 Rrjedhimisht

ò -

-
£

nt

T

q
n

p

nn

n dssth
TtHptf

tg

0

1

0

}),(
),(

1{
1

1
)(
)(

,  p[r n  mjaft t[ madh.

Por, (6.17) siguron q[

e³}
),(
),(

0

0

ttH
TtH ,  p[r  ]do 3Tt ³ .

Tani

e³}
),(
),(

0

0

ttH
TtH

n

n  , p[r n  mjaft t[ madh,

prandaj

ò -

-
£

nt

T

q
n

p

nn

n dssth
TtHptf

tg

0

1

0

}),(
),(

1{
1

1
)(
)(

e
, (6.24)

 p[r n  mjaft t[ madh.

Tani nga (6.23)  dhe (6.24)  , kemi

ò ¥=
¥®

nt

t
n

p

n
n

dssth
ttH

0

),(
),(

1lim
0

. (6.25)

Nga ekuacioni i fundit shkruajm[

ò ¥=
¥®

t

t

p

nt
dssth

ttH
0

),(
),(

1suplim
0

i cili [sht[ n[ kund[rshtim me (6.5). Rrjedhimisht  q[ndron (6.15).

P[rfundimisht nga (6.13) marrim

¥<£ò ò
¥ ¥

+

0 0

)()(
T T

qq svdssA

q[ [sht[ n[ kund[rshtim me (6.11). Kjo v[rteton edhe teorem[n.
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Rrjedhim 6.1 [5]. Le t[ jet[ 1-> pl  konstant . Supozojm[ se ekziston funksioni

),[ 0 ¥Î tCA , ashtu q[  t[ vlej (6.11) , dhe

)()()(suplim TAdsscstt
t

T
t

³-ò-

¥®

ll ,  p[r  ]do 0tT ³ ,

at[her[ ekuacioni (6.5) [sht[ oshilues.

P[r l)(),( ststH -= ,  ku 0tst ³³ , dhe 1-> pl , p[r 2=p  ,kemi  rezultatin e

Kamenev t[ paraqitur n[ [40] .

P[r  ekuacionin (6.1) n[ [32] [sht[ paraqitur kjo :

Teorema 6.4[32] : Supozojm[ se

ò
¥

- ¥=dttr q )(1 (6.26)

at[her[ secili nga kushtet

i) ò ¥=
¥®

b

b
dttc )(lim (6.27)

ii) Integrali ò
¥

dttc )(   [sht[ konvergjen dhe

1)()(inflim
1

1 >÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
òò
¥

-

-

¥®
t

p
t

q

t
dsscdssr (6.28)

 [sht[ i domosdosh[m.

Teorema 6.5[32] : Supozojm[ se vlen ò
¥

- ¥=dttr q )(1 , integrali ò
¥

dttc )(  , [sht[

konvergjent dhe

11

1 11)()(inflim
-¥

-

-

¥® ÷÷
ø

ö
çç
è

æ -
>÷÷

ø

ö
çç
è

æ
÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
òò

p

t

p
t

q

t p
p

p
dsscdssr

at[her[ ekuacioni (6.1) [sht[ oshilues.
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P[r ekuacionin e form[s

0sgn')('' 1
=+

- uuutcu aa (6.29)

n[ [31] [sht[ paraqitur kriteri:

Teorem 6.6[31] : Le t[ jet[ secili +¥=
¥®

)(lim tc
t a , p[r ]1,0[Îa  ose

+¥£<<¥-
+¥®+¥®

)(suplim)(inflim tctc
tt aa

ku

ò ò-=
t s

dsdcs
t

tc
1 1

1
2

)()( hh
a a
aa ,  p[r 1>t  , (6.30)

at[her[ ekuacioni (6.29) [sht[ oshilues.

Duke u bazuar n[ k[t[ rezultat  p[r 1=a  kemi kriterin tanim[ t[ njohur t[ paraqitur me

rrjedhimin:

Rrjedhim 6.2:  Le t[ jet[ +¥=
¥®

)(lim 1 tc
t

, ose

+¥£<<¥-
+¥®+¥®

)(suplim)(inflim 11 tctc
tt

at[her[ ekuacioni (6.29) [sht[ oshilues .

Me t[ v[rtet[ p[r 1=a  , kushti (6.30) merr form[n

ò ò=
t s

dsdc
t

tc
1 1

1 )(1)( hh

prej, nga kusht q[  ekuacioni

0sgn)('' =+ uutcu

t[ jet[ oshilues [sht[ t[ plot[suarit e  relacionit mjaft t[ njohur

¥=ò ò¥®

t s

t
dsdc

t 1 1

)(1lim hh .

P[r ekuacionin e form[s
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0)()()())'(')(')(( 11
=+

-- tytytptytytr ba (6.31)

n[ [34] [sht[ paraqitur nj[ kriter m[  i p[rgjith[suar   ku p[rdoren sh[nimet

ò=
t

t
t dsssstHtA

0

0
)()(),():( rff  , 0tt ³

ò ¥®= -
t

t

dssrtR
0

)()( /1 a ,  kur ¥®t

me an[ t[ k[saj    teoreme :

Teorem 6. 7 [34] : Supozojm[ se ekziston funksioni )),,([ 0
1 +Â¥Î tCr ,

),(, ÂÎ DChH  dhe p[r ndonj[ 0>M , ashtu q[

¥=- ++--

¥®
):(

),(
1suplim 1)1(

0
0

thgpA
ttH tt

aaa rq

ku

)1()1( +-+= aaq , )()()( 1/1 tRtrMtg --= a

a
b

at[her[ ekuacioni (6.31) [sht[ oshilues.

P[r  ekuacionin (6.31)  kur ba =   , i cili merr form[n

0)()()())'(')(')(( 11
=+

-- tytytptytytr aa (6.32)

  n[ [30] [sht[ paraqitur kriter  oshilues me an[ t[ teorem[s :

Teorema 6.8 [30]: Supozojm[ se ekziston funksioni i vazhduesh[m

Â®³³= }/),{(: 0tststDH ,

ashtu q[

,0),( =ttH  p[r 0tt ³ , 0),( >stH , Dst Î),( , (A1)

ku

s
stHsth

¶
¶

-=
),(),(   funksion jonegativ i vazhduesh[m. (A2)
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N[se vlen

ò ¥=
+

-
+

+

¥®

t

t
t

ds
stH

sthspstHsq
ttH

0

]
),()1(

),()(),()([
),(

1suplim 1

1

0
aa

a

a
,

at[her[ ekuacioni (6.32) [sht[ oshilues.

V[rtetimin e k[saj teoreme e keni n[ [30] n[ faqen 111.

Teorema 6.9 [30]: Le t[ jen[ H  dhe h  funksione q[ plot[sojn[ kushtet (A1 ) , (A2 ) t[

teorem[s 7, si dhe vlen

¥£<
¥®³

]
),(
),(inflim[inf0

00 ttH
stH

tts

dhe

ò ¥<
+

¥®

t

t
t

ds
stH
sthsp

ttH
0

),(
),()(

),(
1suplim

1

0
a

a

.

N[se ekziston funksioni i vazhduesh[m j  n[  intervalin ),[ 0 ¥t  , ashtu q[ p[r ]do 0tT ³

vlen

ò ³
+

- +

+

¥®

t

tT
t

Tds
stH

sthspstHsq
TtH

)(]
),()1(

),()(),()([
),(

1suplim 1

1

j
a aa

a

dhe

ò
¥

++ ¥=
0 )(

)(
1

1

t

ds
sp

s

a

a
a

j ,

ku }0),(max{)( ss jj =+ , at[her[ ekuacioni (6.32) [sht[ oshilues.

P[r ekuacionin e Euler – Lagranzhit  vlen:

Lema  6.1 [8]: Le t[ jet[ )),,(()( 1 +ÂÎ baCta   dhe ).),,(()( ÂÎ baCtq

Supozohet se ekuacioni (6.3) ka zgjidhje pozitive rrit[se )(tx  n[ ).,( ba

N[se )),,(()( 0ÂÎ baACty plot[son
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),(
)(
)()(suplim)(

)(
)()(inflim

'
1

'
1 ta

tx
txtyta

tx
txty

atbt

a
a

a
a

ú
û

ù
ê
ë

é
³ú

û

ù
ê
ë

é +

®

+

® +-
(6.33)

at[her[

( ) ( ) ( ) ( )[ ]ò ³- ++

®
®

-

+

d

c
bd
ac

dssysqsysa 1
11 0'inflim aa

ku inekuacioni qendron n[se dhe vet[m n[se x dhe y jan[ proporcional[.

N[ [32]  autori p[r   ekuacionin

0)()())''(')(( =+ xtcxtr ff ,  ku xxx p 2)( -
=f  , ku 1>p , (6.34)

dhe r, c  funksione t[ vazhdueshme dhe 0)( >tr paraqet disa kritere p[r zgjidhjet

oshiluese t[ (6.34). Mund t[ thuhet se jep  kushtet e ekuivalenc[s n[ zgjidhjet e k[tij

ekuacioni duke p[rdorur  kriteret e njohura t[  Leighton – Winterit dhe kriterin e Zeev

Neharit me an[ t[ k[saj teoreme :

Teorema 6.10 [32 ] : Supozojm[p se vlen ò
¥

- ¥=dttr q )(1 . At[her[ secili nga kushtet  e

m[poshtme [sht[ i domosdosh[m q[ ekuacioni  (6.34) t[ jet[ oshilues :

i) ò ¥=
b

dttc )(

dhe

ii) 1)()(inflim
1

1 >÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
òò
¥

-

-

¥®
t

p
t

q

t
dsscdssr .

V[rtetimi [sht[ n[ fq. 185 [32].

N[ k[t[ drejtim poashtu Andrej Dosly v[rteton :
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Teorema 6.11[32] : Supozojm[ se vlen ò
¥

- ¥=dttr q )(1 , integrali ò ¥=
b

dttc )(  [sht[

konvergjent  dhe

11

1 11)()(inflim
-¥

-

-

¥® ÷÷
ø

ö
çç
è

æ -
>÷÷

ø

ö
çç
è

æ
÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
òò

p

t

p
t

q

t p
p

p
dsscdssr , (6.35)

at[her[ ekuacioni (6.34) [sht[ oshilues.

V[rtetim : N[n supozimin se (6.1) [sht[ ekuacioni jooshilues , at[her[ zgjidhjet e

ekuacionit t[ p[rgjithsh[m t[ Rikatit e plot[sojn[ ekuacionin integral

ò ò
¥ ¥

--+=
t t

qq dswsrpdttctw )()1()()( 1 .

N[se ekuacionin e fundit e shum[zojm[ me

11 ))(( --ò p
t

q dssr

dhe p[rdorim ekuacionin (6.35) dhe supozimin se

¥<=--

¥®
ò m)())((suplim 11 twdssr p
t

q

t

(rasti ku ¥=h  , na sjell n[ kund[rshtim q[ [sht[ m[ e thjesht t[ v[rehet se rasti n[

shqyrtim ¥<h ) , prej nga mund t[ gj[ndet 0Î> , ashtu q[ numri h  , t[ plot[soj

inekuacionin

pp

p
p

p
heh ++

-
> -1)1(1 .

Meq[

011
1

³÷÷
ø

ö
çç
è

æ -
+-

-p
q

p
p

p
tt ,  p[r ÂÎt

ne kemi kund[rshtimin e nevojsh[m.
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P[r ekuacionin m[ t[ p[rgjith[suar t[ form[s

0))(,())'(')(')(( 1
=+

- txtFtxtxta a (6.36)

ku 0>a  [sht[ konstant, ),),([ 0 ÂÂ¥Î xtCF   dhe xtxtF sgn))(,(sgn = , p[r

),[ 0 ¥Î tt , 00 ³t  , si dhe  vlen

)(),(inf 10
tq

xx
xtF

x
³

-¹ a  , (6.37)

ku )),,([)( 0 Â¥Î tCtq  dhe t mjaft t[ madh .

Teorema 6.12 [8] : Supozojm[ se vlen (6.37) dhe ¥=ò
¥ -

dssa )(
1
a .

N[se

ò ¥=
¥®

t

t
t

dssq
0

)(lim (6.38)

at[her[ ekuacioni (6.16) [sht[ oshilues.

V[rtetim : Le t[ jet[ x(t) zgjidhje jooshiluese e ekuacionit (6.16), themi x(t)>0  , p[r

00 ³³ tt .

P[rkufizojm[ funksionin

)(
)(')('

)()(
1

tx
txtx

tatw a

a-

= ,  p[r 0tt ³ (6.39)

N[se derivojm[ barazimin (6.39) , kemi

0
)(
))(,()()('

11

=++
+-

tx
txtFtwatw a

a
a

aa ,  p[r 0tt ³ .

Tani nga a(t)>0 si dhe kushti  i dh[n[ n[  (6.37), marrim

0)()(' £+ tqtw , p[r 0tt ³ .

N[se integrojm[ ekuacionin e fundit  nga t0 deri n[  t  , kemi
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ò £+-
t

t

dssqtwtw
0

0)()()( 0 ,  ku 0tt ³ .

Meq[ , -¥®)(tw ,  kur ¥®t , at[her[ nga p[rkufizimi i )(tw , konkludojm[ se

0)(' <tx ,  ku 1tt > , p[r ndonj[ 01 tt ³  .  Nga kushti  (6.18) zgjedhim 12 tt ³ , ashtu q[

ò >
t

t

dssq
2

0)( ,  p[r 2tt > .

Integrojm[ (6.36) prej 2t   deri t  , kemi

ò £+- --
t

t

dssxsqtxtxtatxtxta
2

0)()()(')(')()(')(')( 2
1

22
1 aa (6.40)

Tani nga relacioni

dssxdqtxdssqdssxsq
t

t

s

t

t

t

t

t

)()())(()()()(( 1

2 22 2

-ò òò ò ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
= aaa att (6.41)

gjejm[ se

ò ³
t

t

dssxsq
2

0)()(( a ,  p[r 2tt > .

Tani nga ekuacioni (40) marrim

)(')(')()(')(')( 2
1

22
1 txtxtatxtxta --

£
aa ,  p[r 2tt >

prej nga fitojm[

)('
)(
)(

)(' 2

1

2 tx
ta
tatx

a

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
£ ,  p[r 2tt > . (6.42)

Me integrimin e  (6.42) tregojm[ se ¥®)(tx ,  kur ¥®t , ]ka [sht[ n[ kund[rshtim

me supozimin se x(t) >0.
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7.Teorema  oshilacioni te  ekuacioni diferencial jolinear

i  rendit t[ dyt[

Duke u thelluar n[ p[rcaktimin e kushteve t[ cilat garantojn[ zgjidhje oshiluese t[

ekuacioneve diferenciale t[ rendit t[ dyt[, si dhe n[ mb[shtetje t[ rezutateve t[ arritura

nga shum[ autor[, n[ k[t[ pjes[ kam konstruktuar disa kritere t[ oshilacionit p[r

ekuacionin jolinear[ diferencial t[ rendit t[ dyt[  t[ cilat mbulojn[ disa rezultate tani m[

t[ njohura .  B[het fjal[ p[r ekuacionin e form[s

0))((()())'(')(( =+ tguftptuta (7.1)

zgjidhjet e t[  cilit do t[ studiohet n[ kushtet

a) ò
¥

- ¥=>¥Î
0t

dttatatCa )(,0)(),,( 1
0

b) 0)(),,()( 0 >¥Î tptCtp

c) 0)()),,(()( >¥-¥Î xxfCxf  për

0),,(),(),(,0 1 >¥È--¥=Î¹ DDDRRCfx DD

d) )),(()(,0)( 0
1 ¥Î> tCtgtg , ku ¥®>Î£ + )(,0)(',,)( 0 tgtgRtttg  kur .¥®t

Qëndron hipoteza se ekuacioni (7.1) posedon  zgjidhje jotriviale në ),( 0 ¥t . Zgjidhje  të

(7.1) themi se është funksioni )(tx  , ),(),[ 0 ¥Ì¥Î ttt x  i cili ka derivate deri te rendi i

dytë  të vazhdueshëm dhe e plotëson ekuacionin  (7.1) në ),[ ¥xt  ku 00 ³³ tt x .

N[ vazhdim po japim nj[ rrjedhim t[ lem[s shum[ t[  njohur t[ Kiguradzes t[ paraqitur

n[ [12] e cila i kushtohet ekuacionit (7.1) p[r rastin kur a(t)=1.
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Lema 7.1[3]: Le t[ jet[ u(t)  zgjidhje e ekuacionit (7.1) ku a(t)=1 , at[her[ ekziston

0t³t  ashtu q[ 0)(')( >tutu , 0)('')( <tutu ,  p[r t³t .

N[n supozimin se vlejn[ kushtet  b) – d) n[ [3] [sht[ prezentuar nj[ kriter oshilues p[r

ekuacionin (7.1) p[r rastin kur a(t)= 1, pra  p[r

0))((()()('' =+ tguftptu (7.2)

Teorema 7.1.[3] Le t[  gj[ndet konstanta 0>k  ashtu q[ kxf ³)(' ,  p[r ]do Îx DR .

N[se

¥=ò ò
¥ ¥

1])([
0 1

dsdssp
t s

(7.3)

dhe

¥=-ò
¥

1])
)('4

1)((
0

dsds
kttg

ttp
t

(7.4)

at[her[ ekuacioni  (7.2) [sht[ oshilues.

V[rtetim: Supozojm[ se )(tu [sht[ zgjidhje jooshiluese e ekuacionit  (7.2) n[ kushtet e

theksuara m[ sip[r.

1.Le t[ jet[ 0)( >tu . At[her[ duke u bazuar n[ lem[n1. , marrim

0)('',0)(' <> tutu ,  p[r 0),,( tt >¥Î tt .

P[rkufizojm[  funksionin

))(((
)(')(
tguf

ttutW = , ),( ¥Î tt . (7.5)

N[se diferencojm[ )(tW  dhe p[rdorim (7.1), fitojm[

))(((
)('))(('))(((')()()()(

tguf
tgtgutguftWttp

t
tW

dt
tdW

--=  .

Meq[ 0)(" <tu  kemi )(' tu  [sht[ funksion zvog[lues , prej nga kemi
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)('))((' tutgu ³ .

Rrjedhimisht,

=--£
))(((

)('))('))(((')()()()(
tguf

tgtutguftWttp
t
tW

dt
tdW

t
tgtguftWttp

t
tW )('))(((')()()( 2--=

N[ vazhdim  ,do t[ tregohet se   (7.3) implikon ¥®)(tu , kur ¥®t . N[ t[ kund[rt[n ,

n[n supozimin se )(tu  [sht[ i kufizuar nga sip[r d.m.th. ñáÎ ba ,)(tu  , ku 0>a . Duke

p[rdor vetit[ e )(tg , mund t[ marrim se ñáÎ ba ,))(( tgu .  Meq[ )(' tu  [sht[ pozitiv dhe

zvog[lues  ,konkludojm[ se )('lim tu
t ¥®

  ekziston dhe [sht[ i fund[m. Tani , n[se

integrohet barazimi (7.2)  prej t  deri ¥ , kemi

ò
¥

-=-¥
t

dssgufsptuu ))((()()(')(' .

Duke p[rdor vetit[ e )(tu , fitojm[

ò
¥

³
t

dssgufsptu ))((()()(' .

Nga kushti q[ plot[son funksioni f(x)  marrim )(min
,0 uff

u ñáÎ
=

ba
, 00 >f .

At[her[

ò
¥

³
t

dsspftu )()(' 0 .

N[se integrojm[ inekuacionin e fundit , fitohet nj[ relacion i cili [sht[ n[ kund[rshtim me

(7.3). Prandaj konkludojm[ se ¥®)(tu , kur ¥®t . Prej nga marrim DRtgu Î))((   p[r

]do t  mjaft t[ madh. Leht[ v[rehet se kushti ktguf ³))((('   implikon

t
tkgtWttp

t
tW

dt
tdW )(')()()()( 2--£ (7.6)
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)
))('(4

1)
)('2

1)((()(')()(
22

2

ktgktg
tW

t
ktgttp

dt
tdW

+--+-£ ,

prej nga

ktg
ttp

dt
tdW

)('4
1)()(

+-£ . (7.7)

Integrojm[   (7.7) prej 1t  deri t

ò --£
t

t

ds
ksg

ssptWtW
1

)
)('4

1)(()()( 1 .

N[ relacioni e fundit p[r ¥®t , fitohet -¥®)(tW   q[ [sht[ n[ kund[rshtim me faktin

se 0)( >tW .

2. P[r 0)( <tu , trajtohet n[ m[nyr[ t[ ngjashme si n[ rastin 0)( >tu  .

N[ mb[shtetje t[ k[tij rezultati dhe duke p[rdorur funksionet pozitive t[ Philos n[

vazhdim  paraqes disa kritere oshilacioni p[r ekuacionin (7.2).

Nj[ teorem[ m[ e p[rgjith[suar p[r zgjidhjet oshiluese t[ ekuacionit  (7.1)  n[n kushtet  e

cekura me siper a), b), c), dhe d)  [sht[ kontribut i k[tij punimi t[ cituar nga [23].

Teorema 7.2 [23]. Supozojmë se plotësohen kushtet   a) - d) dhe  ekziston një konstante

k>0   e tillë që kxf >)('  për çdo DRxÎ .

Nëse

¥=òò
¥¥

1
1

])(
)(

1[
10

dsdssp
sa st

(7.8)

dhe

¥=-ò
¥

dt
ktg
tatgtptg

t

)
4)(

)()(')()((
0

(7.9)

atëherë ekuacioni  (7.1) është oshilues.
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Vlen t[ theksohet se p[r g(t) = t   q[ [sht[ nj[ rast i ekuacionit (7.1) teorema n[ fjal[

mbulon pohimin e paraqitur n[ teorema 1 .

Vërtetim: Nisemi  nga e kundërta , që u(t) është zgjidhje jooshiluese e (7.1).

Për këtë arsye le të marrim u(t)>0 . Atëherë  nga ekuacioni (7.1) marrim

0))((()())'(')(( <-= tguftptuta ,

meqë  funksioni )(')( tuta  është  zvogëlues    nga   kushti   a)   funksioni  u’(t)  është

zvogëlues dhe pozitiv në ),( ¥Î tt , 0t³t  (shih [9]).

Definojmë  funksionin pozitiv

))(((
)(')()(

tguf
tutatW = , ),( 0 ¥Î tt (7.10)

Diferencojmë   W(t)  dhe përdorim  (7.1) si rrjedhojë  kemi

))(((
)(')(('))(((')(

))(((
)()(')()()()'

))(((
)(')(()(

tguf
tgtgutguftW

tguf
tgtutatgtp

tguf
tuta

dt
tdW

-+-==

Nga ttg <)( , meqë u’(t)   ( Teorema 1.[3]) është funksion zvogëlues  , vërejmë se

ka vend inekuacioni i m[posht[m

)('))((' tutgu ³ .

Duke e përdorur këtë , marrim

)()(
)('))(((')(

)(
)(')()()()( 2

tatg
tgtguftW

tg
tgtWtgtp

dt
tdW

-+-£

Në vazhdim nga kushti ktguf >))(((' , kemi

)()(
)(')(

)(
)(')()()()( 2

tatg
tkgtW

tg
tgtWtgtp

dt
tdW

-+-£ (7.11)

prej nga fitojm[

}
4

)(]
2

)()({[
)()(

)(')()()(
2

2
22

k
ta

k
tatW

tgta
tkgtgtp

dt
tdW

----£

)(4
)(')()()()(

tkg
tgtatgtp

dt
tdW

+-£ (7.12)

Tani tregojmë se  (7.8)  implikon ¥®)(tu  kur ¥®t . Supozojmë të kundërtën se

)(tu është i kufizuar nga sipër , d.m.th. ñáÎ ba ,)(tu , kur 0>a . Duke përdor vetitë e

)(tg  , mund të supozojmë se ñáÎ ba ,))(( tgu . Meqë u’(t)  është pozitiv dhe zvogëlues  ,
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kemi )('lim tu
t ¥®

  ekziston dhe është i fundëm. Nëse integrojmë ekuacionin  (7.1) prej t

deri ¥  , marrim

ò
¥

-=-¥¥
t

dssgufsptatuau ))((()()()(')()(' ,

përdorim vetitë e u’(t) dhe kemi

ò
¥

³
t

dssgufsptatu ))((()()()('

ò
¥

³
t

dssgufsp
ta

tu ))((()(
)(

1)(' .

Shënojmë )(min
,0 uff

u ñáÎ
=

ba
  dhe  meqë 0' >f  kemi 00 >f .

Atëherë   ka vend mosbarazimi i mëposhtëm

ò
¥

³
t

dsspf
ta

tu )(
)(

1)(' 0 .

Duke integruar në inekuacionin prej 0t   deri t , fitojmë relacionin e mëposhtëm

ò ò
¥

³³
t

t s

dsdssp
sa

ftu
0 1

1
1

0 ))(
)(

1()(b .

Kur ¥®t , inekuacioni  i fundit është kontradiktor me kushtin  (7.8) të teoremës tonë .

Prej nga konkludojmë se ¥®)(tu   kur ¥®t .  Pra , DRtgu Î))((  , për çdo t  mjaft të

madh .

Tani vërehet lehtë se kushti ktguf ³))((('   implikon  (7.7) i cili nëse integrohet prej 1t

deri t , kemi

ò --£
t

t

dt
tkg
tgtatgtptWtW

1

)
)(4
)(')()()(()()( 1  ,

prej nga kur ¥®t , fitojmë -¥®)(tW  ,  që  është  në  kundërshtim  me  faktin  se

funksioni W(t)>0 .

Për u(t)<0 , rasti mund të trajtohet në mënyrë të ngjashme sikurse për u(t)>0

pra, vërtetimi u kompletua.

Nëse në  teorema 1.  marrim 1)( =ta , fitohet rezultati i prezantuar në [3].
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Duke u bazuar në rezultatin e fituar   mund të vërejmë një kriter oshilues që lehtë

verifikohet  për ekuacionin (7.1) në rrjedhimin në vazhdim .

Rrjedhim 7.1[23]. Supozojmë se  kanë vend kushtet nga  a) – d) dhe   (7.8) .  Le të

ekzistojë konstantja k>0 e tillë që kxf ³)('  për çdo DRxÎ   dhe

ktatg
tptg

t 4
1}

)()('
)()(inf{lim

2

>
¥®

(7.13)

atëherë ekuacioni  (7.1) është oshilues.

Për a(t)=l >0 kemi rrjedhimin 2.5 në   [3].

Vërtetim: Me një kalkulim të thjeshtë tregohet se inekuacioni  (7.13) implikon  (7.9).

Rrjedhim 7.2[23]. Supozojm[ se  kanë vend kushtet nga  a) – d) dhe   (7.8).

Nëse  vlen

¥=-ò
¥

dt
kt
tattp

t

)
4

)()((
0

(7.14)

atëherë ekuacioni

0))(()())'(')(( =+ tuftptuta

është oshilues.

Vërtetim: Lehtë vërehet se  (7.9) mund të reduktohet tek  (7.14) nëse marrim  g(t)=t.

Me involvimin e funksioneve te Philos n[ vazhdim paraqiten  disa kritere oshilacioni per

ekuacionin (7.2).

Teorema 7.3 [25]. Supozojm[ se vlen  a), b) dhe  c) . Le t[ gjendet konstanta 0>k

ashtu q[ kxf ³)(' , DRxÎ" . Gjithashtu plot[sohet edhe relacioni   (7.3) . N[se ekziston

),(),,[),( 0 bactba Î¥Í , ashtu q[

ò
c

a

dssspasH
acH

)(),(
),(

1
>+ ò

b

c

dssspsbH
cbH

)(),(
),(

1
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+
-

ò ds
sskg

asHassh
acH

c

a
)('4

)),(),((
),(

1 2
2 ds

sksg
sbHsbsht

c
ò

-
)('4

)),(),((
c)H(b,

1 2
2       (7.15)

at[her[ ]do zgjidhje e ekuacionit (7.2) [sht[ oshiluese.

V[rtetim : Supozojm[ t[ kund[rt[n , pra u(t)  [sht[ zgjidhje jooshiluese e ekuacionit

(7.2), themi 0)( ¹tu  n[ ),[ 0 ¥t  .

Nga  Teorema 1. n[se inekuacionin

t
tkgtWttp

t
tW

dt
tdW )(')()()()( 2--£ (7.16)

e shum[zojm[ me ),( stH  dhe integrojm[ prej c  deri t  , ku ),(),,( tcsbct ÎÎ  ,

 kemi

ds
s

stHskgsWds
s
sWstHdssWstHdssspstH

t

c

t

c

t

c

t

c
ò ò òò -+-£

),()(')()(),()('),()(),(
2

ò òò +--£
t

c

t

c

t

c

dssWstHdsstHsthsWsWstHdssspstH )('),(),(),()()(),()(),( 2

ds
s

stHskgsWds
s
sWstH

t

c

t

c
ò ò-+

),()(')()(),(
2

+
-

+-£ò ò ds

s
ksgstH

s
stHstHsth

sW
s

skgstHsWstHdssspstH
t

c

t

c

2
2

]
)('),(

),(),(),((

2
1)()('),([)(),()(),(

ds

s
skgstH

s
stHstHstht

c
ò

-
+

)('),(4

)),(),(),(( 2
2

ds
sksg

stHstsh
sWstHdssspstH

t

c

t

c
ò ò

-
+£

)('4
)),(),((

)(),()(),(
2

2 (7.17)

Tani, n[se p[r -® bt   n[  (7.17) dhe pjes[timit an[ p[r an[ me H(b,c) , marrim
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ds
sksg

sbHsbsh
cbH

sWdssspsbH
cbH

b

c

t

c
ò ò

-
+£

)('4
)),(),((

),(
1)()(),(

),(
1 2

2 (7.18)

N[se   (7.16)  shum[zohet   me ),( tsH  dhe integrohet  mbi ),( ct  , ku ),(),,( ctscat ÎÎ  ,

kemi

ds
s

tsHskgsWds
s
sWtsHdssWtsHdsssptsH

c

t

t

c

t

c

t

c
ò ò òò -+-£

),()(')()(),()('),()(),(
2

ò ò ++-£
c

t

t

c

dstsHtshsWcWtcHdsssptsH ),(),()()(),()(),( 1

ds
s

tsHskgsWds
s
sWtsH

t

c

t

c
ò ò-+

),()(')()(),(
2

+
-

+-£ò ò ds

s
ksgtsH

s
tsHtsHsth

sW
s

skgstHsWtcHdsssptsH
c

t

c

t

2
1

]
)('),(

),(),(),((

2
1)()('),([)(),()(),(

ds

s
skgtsH

s
tsHtsHsthc

t
ò

-
+

)('),(4

)),(),(),(( 2
2

Prej nga

ò £
c

t

sWtcHdsssptsH )(),()(),( ds

s
skgtsH

s
tsHtsHsthc

t
ò

-
+

)('),(4

)),(),(),(( 2
2

. (7.19)

N[se n[ (7.19) marrim +® at    dhe pjes[tohet   me H(c,a) , fitojm[

ò £
c

a

sWdssspasH
acH

)()(),(
),(

1 ds
sskg

asHassh
acH

c

a
ò

-
+

)('4
)),(),((

),(
1 2

2 (7.20)

N[se inekuacionin  (7.18) ia shtojm[   (7.20) , fitojm[ relacionin n[ vijim:
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ò
c

a

dssspasH
acH

)(),(
),(

1
£+ ò

b

c

dssspsbH
cbH

)(),(
),(

1

+
-

£ ò ds
sskg

asHassh
acH

c

a
)('4

)),(),((
),(

1 2
2 ds

sksg
sbHsbsht

c
ò

-
)('4

)),(),((
c)H(b,

1 2
2

Relacioni i fundit [sht[  n[ kund[rshtim me kushtin  (7.6) , prandaj  , ]do zgjidhje e

ekuacionit (7.2) [sht[ oshiluese . V[rtetimi [sht[ i kompletuar.

N[se l)(),( ststH -= , 0tst ³³ , ku 1>l , marrim ;

Rrjedhim 7.3[25].Supozojm[ se vlejn[ kushtet   a),b),c), (7.3) dhe 0)(' >³ kxf , at[her[

]do zgjidhje e ekuacionit (7.2) [sht[ oshiluese p[r 1>l  , n[se q[ndrojn[ inekuacionet:

òò >
---

--
-

¥®

b

c

b

cb
ds

skg
csscsdssspcs

b
0}

)('4
))(()()()({1suplim

22 ll
l

l
(7.21)

dhe

òò >
---

--
-

¥®

b

c

b

cb
ds

skg
sbssbdssspsb

b
0}

)('4
))(()()()({1suplim

22 ll
l

l
(7.22)

V[rtetim: Nga   (7.18)  , marrim

ds
sksg

sbHsbsh
cbH

dssspsbH
cbH

sW
b

c

t

c
ò ò

-
-³

)('4
)),(),((

),(
1)(),(

),(
1)(

2
2

si dhe p[r

l)(),( ststH -=  , kemi
1

2
21 )(),(),(

-
-==

l

l ststhsth

prej nga

òò >
---

--
-

¥®

b

c

b

cb
ds

skg
csscsdssspcs

b
0}

)('4
))(()()()({1suplim

22 ll
l

l

Ngjash[m prej (7.20)  marrim inekuacionin   (7.22). Me k[t[ v[rtetimi u kompletua.
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Teorema 7.4[23].  Supozojmë se   kanë  vend kushtet  nga   a)  -   d)   dhe 0)(' >³ kxf

qëndron për 0tt > . Nëse ekziston [ ) ),(,,),( 0 bactba Î¥Ì  të tillë që

+-ò dsas
skg
sasgsgspasH

acH

c

a

)},(
)('4
)()()()(),({

),(
1 2

1f

ò >-
c

b

dssb
skg
sasgsgspcbH

cbH
0)},(

)('4
)()()()(),({

),(
1 2

2f (7.23)

ku

),(
)(
)('),(),( 11 tsH

sg
sgtshts +=f

),(
)(
)('),(),( 21 stH

sg
sgsthst -=f

atëherë ekuacioni  (7.1)  është oshilues.

Vërtetim : Supozojmë të kundërtën d.m.th. x(t)   zgjidhje jooshiluese e ekuacionit  (7.1) ,

themi 0)( ¹tx   në ),[ 0 ¥t  për ndonjë 0tt > . Nga  (7.7) nëse atë e shumëzojmë me

H(s,t)  dhe integrojmë në ),( ct   për ),[ catÎ   dhe ],( ctsÎ ,  marrim

òò òò +-£
c

t

c

t

c

t

c

t

ds
sasg

tsHsgsWds
sasg

tsHsgsWdssWtsHdssgsptsH
)()(

),()(')(
)()(

),()(')()('),()()(),(
2

ò +--=
c

t

dssWtsHtstsH
sasg

skgsWcWstH )}(),(),(),(
)()(

)(')({)(),( 1

2

f

ds
skg

sasgtsds
skg

sasgts
sasg

tsHskgsWcWstH
c

t

c

t
)('

)()(),(
4
1]

)('
)()(),(

2
1

)()(
),()(')([)(),( 2

1
2

1 òò ++--= ff

£ ds
skg

sasgtscWstH
c

t )('
)()(),(

4
1)(),( 2

1ò+- f (7.24)

Në  (7.24) për +® at   dhe pas pjesëtimit me ),( cbH  anë për anë fitohet

£ò dssgspasH
abH

c

a

)()(),(
),(

1 ds
skg

sasgas
abH

cW
c

a )('
)()(),(

),(4
1)( 2

1ò+- f  (7.25)

Nga ana tjetër , nëse shumëzohet   (7.7)  me  H(t,s) dhe integrohet  mbi ),[ tc  ku

),[ bctÎ   për ),[ tcsÎ , kemi
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òò òò +-£
t

c

t

c

t

c

t

c

ds
sasg

stHsgsWds
sasg

stHsgsWdssWstHdssgspstH
)()(

),()(')(
)()(

),()(')()('),()()(),(
2

ò +--=
t

c

dssWstHtsstH
sasg

skgsWcWctH )}(),(),(),(
)()(

)(')({)(),( 2

2

f

ò-£
t

c

ds
skg

sasgstcWctH
)('

)()(),(
4
1)(),( 2

2f (7.26)

Nëse -® bt   në  (7.26)  dhe pjesëtohet me ),( cbH , atëherë

£ò dssgspsbH
cbH

b

c

)()(),(
),(

1
ò-
b

c

ds
skg

sasgsb
cbH

cW
)('

)()(),(
),(4

1)( 2
2f (7.27)

Me mbledhjen e  (7.25) dhe  (7.27) marrim inekuacionin në vazhdim

ò +-
c

a

dsas
skg
sasgasHsgsp

acH
)},(

)('4
)()(),()()({

),(
1 2

1f

0)},(
)('4
)()(),()()({

),(
1 2

2 £-ò dssb
skg
sasgsbHsgsp

cbH

b

c

f (7.28)

Inekuacioni i fundit është kontradiktorë me kushtin  (7.23) , prandaj çdo zgjidhje e

ekuacionit  (7.1) është oshiluese. Vërtetimi u kompletua.

Nëse )(),( stHstH -=  atëherë )()()( 21 sthsthsth
def

-=-=- .

Teorema 7.5[23].Supozojmë se kanë vend kushtet nga  a) - d) dhe 0)(' >³ kxf . Nëse

për 0tt >  ekzistojnë numrat a, c  ; cat <<  ,  të tillë që për XH Î  vlen

--+------ò
c

a

asH
sg
sgash

skg
sasgasHscgscpsgsp 2))(

)('
)()((

)('4
)()()()]2()2()()({[

0}))(
)2('
)2()((

)2('4
)2()2( 2 >-

-
-

+-
-

-- dsasH
scg
scgash

sckg
scascg (7.29)

atëherë ekuacioni ( 7.1) është oshilues.

Vërtetim : Nëse ),( bacÎ  dhe bac +=2 , kemi )
2

()()( abHacHcbH -
=-=- .

Tani përdorim
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ò ò -=
b

c

c

a

dsscwdssw )2()(   ose ò ò
+

+

-+=
b

ba

ba

a

dssbafdttf

2

2

)()(

në   (7.23) , fitojmë   (7.29) . Vërtetimi është i kompletuar.

Shembull 7.1[23]: Marrim  ekuacionin trivial  diferencial  jolinear t[ rendit t[ dyt[

0))
2

(1)(
2

(()')('( 2 =++
txtxe

e
tx t
t

ku tt etpeta == - )(,)(  dhe 131)('),1()( 22 >+=+= xxfxxxf .

Meqë ka vend barazimi

¥== òòòò
¥¥¥¥

dtdseedsdssp
sa t

s

t

t

st

][])(
)(

1[
010

1
1

dhe

¥=-=-

-
¥¥

òò dttk

e
etdt

ktg
tatgtptg

t

t

t

t

)

2
4

2
1

2
()

4)(
)()(')()((

00

që sipas teoremës, (7.1) ekuacioni është oshilues.

Nj[ arritje tjet[r sa i p[rket zgjidhjeve oshiluese t[ ekuacionit (7.2) prezenton edhe

teorema n[ vazhdim.

Teorema 7.6[25]. Le t[ jet[ k>0  ,ku kxf >)('   p[r ]do DRxÎ .  Supozojm[ se vlen

(7.3) ,  at[her[ ]do zgjidhje e ekuacionit (7.2) [sht[ oshiluese  n[se ekziston ],[ baCuÎ

q[ plot[son ],[)(' 2 baLtu Î , ku 0)()( == buau  dhe

ò >
-

-
b

a

ds
skg

susussspsu 0]
)('2

)()('2)()([(
2

2 . (7.30)

V[rtetim : Supozojm[ t[ kund[rt[n , pra u(t)  zgjidhje jooshiluese e ekuacionit (7.2) ,

themi 0)( ¹tu  n[ ),[ 0 ¥t  . N[ m[nyr[ t[ ngjashme si n[ v[rtetimin e teorem[s 2 ,

shum[zojm[ inekuacionin  (7.16) me )(2 tu , dhe integrojm[ n[ respekt t[ s  prej a deri

n[ b dhe p[rdorim 0)()( == buau ,  arrijm[  n[ relacionin
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ds
s
sWsudsskgsu

s
sWdssWsudssspsu

b

a

b

a

b

a

b

a
òò ò ò +--£

)()()(')()()(')()()( 22
2

22

ds
s
sWsudsskgsu

s
sWdssWsusudssspsu

b

a

b

a

b

a

b

a
òò ò ò +-£

)()()(')()()()(')(2)()( 22
2

2

+---£ òò ds
skg

s
s
susususW

s
skgdssspsu

b

a

b

a

22 ]
)('2

1))()('()()()('[)()( ds
skg

sususb

a
ò

-
)('2

)()('2 2

prej ku

ò £
b

a

dssspsu )()(2 ds
skg

sususb

a
ò

-
)('2

)()('2 2

ò -
b

a

dssspsu )()([ 2 0]
)('2

)()('2 2

£
- ds
skg

susus

q[ [sht[ n[ kund[rshtim me kushtin  (7.30), pra rrjedhimisht ]do zgjidhje e ekuacionit

(7.2) [sht[ oshiluese. V[rtetimi [sht[ i t[r[sish[m.

Ne vazhdim vertetojm[ kritere oshiluese p[r ekuacionin e form[s

0))(()())'('))((()(( =+ txftqtxtxgtr j (7.31)

t[ cilat  n[ raste t[ caktuara  t[ funksionit g  , mund t[ aplikohen edhe n[ ekuacionet

(7.1) dhe (7.2).

N[n supozimin se vlen

A1) 0)()),,([)( 0 >¥Î trtCtr ,  for 0tt ³ ,

A2) 0)(),()( >ÂÎ xxfCxf ,  for 0¹x ,

A3 ) )()( ÂÎCxg ,  ,  for ÂÎx ,

A4 ) 0)(q)),,([)( 0 >¥Î ttCtq  for 0tt ³

vertetojm[ :

Teorema 7. 7[64]. Le t[ gjenden konstantat k, m, M  , ashtu q[  :

0',' >³ kf j   , Mtgm ££< )(0 (7.32)
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dhe

¥=-ò
¥®

ds
k

MsrsthstHsq
ttH

t

tt
)

4
)(),(),()((

),(
1suplim 2

2

0 0

, (7.33)

at[her[ ekuacioni  (7.31) [sht[ oshilues .

V[rtetim :  Supozohet se )(tx   [sht[ zgjidhje jooshiluese e ekuacionit  (7.31). At[her[

ekziston 0t  , ashtu q[ 0)( ¹tx ,  p[r 0tt > .

P[rkufizojm[

))(((
)('))((()()(

txf
txtxgtrtw

j
j

= ,  p[r 0tt > . (7.34)

Tani nga   (7.34 ) , duke konsideruar    (7.32) dhe  (7.31), kemi

rM
ktwtwtq

22 )()(')( --£ . (7.35)

Shum[zohet  (7.35)  n[ t[ dy an[t me funksionin e njohur pozitiv ),( stH  dhe integrohet

prej 0t   deri t , fitojm[

òò --£
t

t

t

t

dsstHsthswtwttHdsstHsq
00

),(),()()(),(),()( 200

ds
rM

stHkstwt

t
ò-
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),(),( 22
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k

Msrsthds
k

rMsth
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stHwk
twttHdsstHsq
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t
òòò +÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+-£
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2

2
2

2

2
00 4

)(),(
2
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)(
),(

)(),(),()( ,

prej nga

)()
4

)(),(),()((
),(

1
02

2
2

0 0

twds
k

MsrsthstHsq
ttH

t

t

£-ò (7.36)

gj[ q[ nga   (7.36) rrjedh se
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ds
k

MsrsthstHsq
ttH

t

tt
)

4
)(),(),()((

),(
1suplim 2

2
2

0 0

-ò
¥®

[sht[ e kufizuar, ]ka [sht[ nj[ kund[rshtim me kushtin e dh[n[ n[ teorem[.

Lema 7.2[64]. : Le t[ jen[ )),,([, 010 Â¥Î tCAA , ku 01 >A   dhe )),,([ 0
1 Â¥Î tCw .

N[se ekziston ),[),( 0 ¥Ì tba   dhe ),( bacÎ , ashtu q[

)()()()(' 2
10 twtAtAtw --£ (7.37)

at[her[

+-
-

ò ds
sA

ashasHsAasH
acH

c

a

)
)(

),(),(
4

)(),((
),(

1

1

2
1

12

0

a
a

a

a

0)
)(

),(),(
4

)(),((
),(

1

1

2
2

12

0 £-
-

ò ds
sA

sbhsbHsAsbH
cbH

c

a

a
a

a

a (7.38)

Metoda Ricati i kushton kujdes t[ ve]ant[ p[rcaktimit t[ funksioni w  i cili p[rb[het nga

koeficient[t e barazimit (7.31) si dhe t[ ndonj[ funksioni q[ plot[son kushte t[ caktuara.

V[rtetim : N[se shum[zohet ekuacioni   (7.37)  me 0),( >stH a  dhe integrohet  prej t

deri c  , marrim

ò -£
c

t

dsswtsH )('),(a ò
c

t

dssAtsH )(),( 0
a ò-

c

t

dsswtsH )(),( 2a

prej nga

--£ò ),()()(),( 0 tcHcwdssAtsH
c

t

aa

ds
sA

tshtsHds
sA

tshtsHwsAtsH
c

t

c

t )(
),(),(

4)(
),(),(

2
)(),(

1

2
1

12

2

1

1
2

1

1

-
-

òò +
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-

a
a

a aa .

N[se t ® +a   dhe pjes[tohet  me aH , kemi
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è

æ
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a

a . (7.39)

Ngjash[m  , n[se ekuacioni  (7.37)  shum[zohet me 0),( >stH a  dhe integrohet prej c

deri t  , fitojm[

ò -£
t

c

dsswtsH )('),(a ò
t

c

dssAtsH )(),( 0
a ò-

t

c

dsswtsH )(),( 2a

prej nga

-£ò ),()()(),( 0 ctHcwdssAtsH
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c
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ds
sA

sthstHds
sA

sthstHswsAstH
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t
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c )(
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1
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-

òò +
÷
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ç
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è
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a aa .

N[se t ® -b    dhe pjes[timit me aH , kemi

)(
)(

),(),(
4

)(),(
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1

1

1
12

0 cwds
sA

cbhcbHsAcbH
cbH

b

c

£÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-ò

-a
a

a

a (7.40)

N[ fund n[se i mbledhim  (7.39)  dhe  (7.40)  , fitojm[   (7.38).
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8. Kritere oshilacioni p[r ekuacionin  diferencial jolinear t[ rendit t[

dyt[  me kufiz[  q[ shuhet

Zgjidhjet oshiluese t[ ekuacionit diferencial t[ rendit t[ dyt[ t[ form[s

0)))((()()(')())'(')(( =++ tgxftqtxtptxtr 0tt ³ (8.1)

kan[ qen[ studiuar  nga  nj[ num[r i madh autor[sh dhe jan[ p[rcaktuar kritere t[

natyrave t[ ndryshme . Kontribut i k[tij disertacioni jan[ edhe disa teorema t[ v[rtetuara

n[ vazhdim t[ cilat duke u mb[shtetur n[ kushte t[ caktuara p[rcaktojn[ zgjidhjet

oshiluese t[ ekuacionit  (8.1) . Koeficient[t e ekuacionit plot[sojn[ kushtet :

A1 ) ]),,[[ 0 +¥Î RtCr , ]),,[[, 0 RtCqp ¥Î , )),0(),,([ 0
1 ¥¥Î tCg ,

0)(' >³ lxg , 0)( ¹xg .

A2 ) 0)( >xxf  , for 0¹x  ;

A3 )  f   funksion me derivat t[ vazhduesh[m dhe plot[son  p[r ]do RxÎ  ,

0)(' >³ kxf .

N[  vazhdim po japim nj[ pohim i cili na ndihmon n[ nxjerrjen e rezultateve qe i takojn[

barazimeve t[ k[tij lloji.

Lema 8.1[64]. Supozohet se funksioni ),0(),,(( 0
1 ¥¥Î tCw  plot[son inekuacionin

)()()()()()(' 2 twttwtttw gba -+-£ (8.2)

p[r ]do interval Iba Î),(  , ku funksionet ),0(,(),,(),,( +¥ÎÎÎ ICRICRIC gba

dhe ),( 0 ¥= tI . At[her[ p[r ndonj[ WH Î , 0³a   vlen



67

++--
-+

+ ò dsasHashs
s

ssaH
acH

c

a

))],(),()1()((
)(4

1)()[,(
),(

1 2
1

1
1

1 ab
g

aa
a

0))],(),()1()((
)(4

1)()[,(
),(

1 2
1

2
1

1 >++-+
-+

+ ò dssbHsbhs
s

ssbH
bcH

b

c

ab
g

aa
a (8.3)

 Rezultatet n[ vijim q[ndrojn[ p[r )(xf  funksion monoton.

Teorema 8.1[64]. Supozohet se vlejn[  (A1), (A2), (A3 )  dhe p[r  ]do ),( bacÎ  dhe p[r

]do WH Î , )),0(),,([ 0
1 ¥¥Î tCv , 0³a , n[se

ò +++--
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a   (8.4)

at[her[ ]do zgjidhje e ekuacionit (8.1) ka s[ paku nj[ zero n[  (a,b).

V[rtetim : Supozohet se ekziston zgjidhja x(t)   e ekuacionit diferencial  (8.1) e cila nuk

ka zgjidhje n[ intervalin ),( ba  me fjal tjera ka shenj[ konstante n[ at[ interval. Pa

humbur n[  p[rgjith[sim , supozohet se 0)( >tx  p[r ]do ),( batÎ .

 P[rkufizojm[ funksioni npozitiv

))(((
)(')()()(

txgf
txtrtvtw =  , 0tt > (8.5)

diferencojm[  (8.4) dhe p[rdorim  (8.1)  marrim

)()(
))(('))(((')()()()(

)(
)()(
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)(')(' 2

trtv
txgtxgftwtqtvtw

tr
tptw

tv
tvtw ---=

prej  (A1 ) , (A3 ), fitojm[
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)()()()(
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)(')(' 2

trtv
kltwtqtvtw
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tptw

tv
tvtw ---£ (8.6)
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Shum[zojm[  (8.6) me ),(1 tsH +a  dhe integrojm[ n[ respekt t[ s,  prej t  deri n[ c  ,

p[r ],( catÎ , ne arrijm[
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sv
sv

kl
srsv

srsv
klswtsH

c

t

22
1

1
1 )],(),()1(

)(
)(

)(
)('()()(

2
1

)()(
)()[,( aa

dstsHtsh
sr
sp

sv
sv

kl
srsvtsH

c

t
ò

-+ ++- 22
1

1
1 )],(),()1(

)(
)(

)(
)('[

4
)()(),( aa

prej nga

+-£ò ++ )(),()()(),( 11 cwtcHdssqsvtsH
c

t

aa

dstsHtsh
sr
sp

sv
sv

kl
srsvtsH

c

t
ò

-+ ++- 22
1

1
1 )],(),()1(

)(
)(

)(
)('[

4
)()(),( aa (8.7)

Le t[ marrim +® at  n[   (8.7)  dhe pjes[tojm[ at[ me ),(1 acH +a , fitohet

{ -ò +
+

c

a

dssqsvasH
acH

)()(),(
),(

1 1
1

a
a

} )()],(),()1(
)(
)(

)(
)('[

4
)()(),( 22

1

1
1 cwdsasHash

sr
sp

sv
sv

kl
srsvasH

c

a

-£++-ò
-+ aa       (8.8)

N[ an[n tjet[r , n[se shum[zohet me ),(1 stH +a  relacioni   (6) dhe integrohet i nj[jti prej

c  deri n[ t , kemi
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+£ò ++ )(),()()(),( 11 cwctHdssqsvstH
t

c

aa

dsstHsth
sr
sp

sv
sv

kl
srsvstH

t

c
ò

-+ +-- 22
1

2
1 )],(),()1(

)(
)(

)(
)('[

4
)()(),( aa (8.9)

Gjithashtu, le t[ marrim -® bt  dhe shum[zojm[ at[ me ),(1 cbH +a ,  kemi

-ò +
+

b

c

dssqsvstH
cbH

)()(),({
),(

1 1
1

a
a

)(})],(),()1(
)(
)(

)(
)('[

4
)()(),( 22

1

2
1 cwdssbHsbh

sr
sp

sv
sv

kl
srsvsbH

b

c

£+--ò
-+ aa  (8.10)

N[se mbledhim an[ p[r an[ ekuacionin  (8.8)  dhe  (8.10),   fitojm[ inekuacionin si m[

posht[

ò +++--
-+

+

c

a

dsasHash
sr
sp

sv
sv

skg
srsvsvsqasH

acH
])),(),()1(

)(
)(

)(
)('(

)('4
)()()()(),(

),(
1 22

1

1
1

1 aa
a

ò £+---
-+

+

b

c

dssbHsbh
sr
sp

sv
sv

skg
srsvsvsqsbH

cbH
0])),(),()1(

)(
)(

)(
)('(

)('4
)()()()()[,(

),(
1 22

1

2
1

1 aa
a

i cili [sht[ n[ kund[rshtim me kushtin  (8.4) , prej nga rrjedh se ]do zgjidhje e ekuacionit

diferencial  (8.1) ka s[ paku nj[ zgjidhje n[ intervalin ),( ba . V[rtetimi i teorem[s [sht[ i

t[r[sish[m.

Rezultati n[ vazhdim [sht[ nj[ nga vargu i rrjedhojave t[ teorem[s 1.

Teorema 8.2 [64]. Supozohet se vlejn[ kushtet  (A1), (A2), (A3 ). Le t[ marrim se p[r cdo

0tt ³   ekziston )),0(),,([ 0
1 ¥¥Î tCv  dhe numrat real[ a, b , bat <£0  , p[r ndonj[

WH Î  dhe ),( bacÎ   te vlej  relacioni  (8.4)  , at[her[ ekuacioni  (8.1) [sht[ oshilues.

V[rtetim : Le t[ v[zhgojm[ vargun e numrave real[  , ...321 £££ ttt ,  q[ plot[sojn[

¥®nt , kur ¥®n . Nga kushtet e teorem[s , p[r nt  , ekziston funksioni
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)),0(),,([ 0
1 ¥¥Î tCv  dhe nj[ dyshe numrash real[ nn ba , , nnn bat ££  ashtu q[  , p[r

]do WH Î  dhe ]do ),( nnn bac Î , vlen

ò +++--
-+

+

n

n

c

a
nnn

nn

dsasHash
sr
sp

sv
sv

skg
srsvsvsqasH

acH
])),(),()1(

)(
)(

)(
)('(

)('4
)()()()(),(

),(
1 22

1

1
1

1 aa
a

ò >+---
-+

+

n

n

b

c
nnn

nn

dssbHsbh
sr
sp

sv
sv

skg
srsvsvsqsbH

cbH
0])),(),()1(

)(
)(

)(
)('(

)('4
)()()()()[,(

),(
1 22

1

2
1

1 aa
a

Tani,  nga rezultati i teorem[s 1 , nj[ zgjidhje x(t) ka s[ paku nj[ zero n[ intervalin

),( nn ba . P[r ¥®na   dhe ¥®nb  kur ¥®n   konkludojm[ se vargu i zerove tenton

n[ pambarim kur ¥®n  p[r  zgjidhjen )(tx  . Prandaj konkludohet se ekuacioni

diferencial  (8.1) [sht[ oshilues.

Rrjedhim 8.1[64]: Le t[ supozohet se vlejn[  A1, A2, A3 . N[se

0)]},(),()1(
)(
)(

)(
)('[

4
)()()()(){,(suplim 2

1

2
1 >++--

-+

¥® ò dsasHash
sr
sp

sv
sv

kl
srsvsqsvasH

t

k
t

aa   (8.11)

dhe

0)]},(),()1(
)(
)(

)(
)('[

4
)()()()(){,(suplim 2

1

2
1 >+---

-+

¥® ò dssbHsbh
sr
sp

sv
sv

kl
srsvsqsvsbH

t

k
t

aa   (8.12)

p[r ]do XH Î , )),0(),,([ 0
1 ¥¥Î tCv  dhe p[r ]do 0tk ³ , at[her[ ]do zgjidhje e

ekuacionit  (8.1) [sht[ oshiluese.

V[rtetim: P[r 0tk ³  , prej  (8.11)  n[se marrim ak = ,  dhe ac >  , ne kemi

0)]},(),()1(
)(
)(

)(
)('[

4
)()()()(){,(

),(
1 2

1

1
1

1 >++--
-+

+ ò dsasHash
sr
sp

sv
sv

kl
srsvsqsvasH

acH

c

a

aa
a

 (8.13)

Prej (8.12)  p[r ck =   dhe p[r ndonj[ cb > , kemi
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0)]},(),()1(
)(
)(

)(
)('[

4
)()()()(){,(

),(
1 2

1

2
1

1 >+---
-+

+ ò dssbHsbh
sr
sp

sv
sv

kl
srsvsqsvsbH

cbH

b

c

aa
a   (8.14)

N[se mbledhim an[ p[r an[  (8.13) dhe  (8.14) ,fitojm[ inekuacionin  e teorem[s 1.  Tani

v[rtetimi [sht[ i kompletuar.

Teorema n[ vazhdim  jep nj[ kriter tjet[r oshilimi  p[r ekuacionit (8.1) .

Teorema 8.3[64] : Supozohet se vlejn[   A1, A2, A3  dhe XH Î . N[se ekziston

funksioni )),,([ 0
+¥Î RtCR  , )),,([, 0

1 +¥Î RtCR r   dhe

ò ¥=-+
+¥®

t

t
t

ds
kl

ssrstsFstH
stH

0

)
4

)()(),()()(,(
),(

1suplim
2

1
1

rfa
a (8.15)

ku

))(
)(

)()()()(()( 2 sR
sr

spsRsqssF --= r (8.16)

)(
)(

)(
)()('),(),()(1(),( 2

1

2 sr
sklR

sr
spsstHsthst +-++=

-
raf (8.17)

at[her[ ekuacioni  (8.1) [sht[ oshilues.

V[rtetim: Le t[ supozohet e kund[rta  se x(t) [sht[ zgjidhje jooshiluese n[ intervalin

),[ ¥T , 0tT ³   t[ ekuacionit diferencial  (8.1). Pa humbur p[rgjith[simi mund t[ marrim

0)( ¹tx .  Supozohet se )(tx  [sht[ pozitiv n[ intervalin ),[ ¥T ( rasti kur 0)( <tx  , mund

t[ trajtohet ngjash[m )

At[her[ nga )](
)))(((
)(')()[()( tR

txgf
txtrttw += r ,

n[se derivojm[ , kemi

)()](
)))(((
)(')()[(')(' ttR

txgf
txtrttw rr ++= )]'(

)))(((
)(')([ tR

txgf
txtr

+

duke p[rdor kushtet  (A1), (A2), (A3 )     dhe   (8.1) ,fitojm[
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---+= )()(
)))(((

)(')()()](
)))(((
)(')()[(')(' tqt

txgf
txtpttR

txgf
txtrttw rrr

)()(
)))(((

)('))(('))(((')(')()( 2
2 tRt

txgf
txtxgtxgftxtrt rr
+

)(
)(

)()(
)()(

))()(
)(
)()(()(

)(
)()()(')(' 22 tw

tr
tRkltw

ttr
kltRtq

tr
tRttw

tr
tptwttw ×

+-+-+-£
r

rr

)(
)(

)()(
)()(

)(
)(
)()()(')(')( 2 tw

tr
tRkltw

ttr
kltw

tr
tptwttwtF ×

+--+-£
r

r (8.18)

Shum[zojm[  (8.18) me ),(1 stH +a ,  dhe integrojm[ prej T  deri  t , ku 0tTt ³³ ,

),( tTsÎ , dhe n[se p[rdorim  (8.17) , kemi

-
×

+-+-£ò ò ò +++ dssw
sr

sRkl
sr
spsstHdsswstHdssFstH

t

T

t

T

t

T

)()
)(

)(
)(
)()(')(,()('),()(),( 111 raaa

ò +-
t

T

dssw
ssr

klstH )(
)()(

),( 21

r
a

ò ò +++-£ ++
t

T

t

T

t

T
dsswstHsthstHswstHdssFstH )(),(),(),()1()(),()(),( 2

11 aaa a

òò ++ -
×

+-+
t

T

t

T

dssw
ssr

klstHdssw
sr

sRkl
sr
spsstH )(

)()(
),()()

)(
)(

)(
)()(')(,( 211

r
r aa

ò ò +++ +£
t

T

t

T

dsswststHTwTtHdssFstH )(),(),()(),()(),( 111 faaa ò +-
t

T

dssw
ssr

klstH )(
)()(

),( 21

r
a

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
--£ò ò +++ ds

kl
ssrst

ssr
klswstHTwTtHdssFstH

t

T

t

T

2

111 )()(
2

),(
)()(

)(),()(),()(),( rf
r

aaa

ò ++
t

T

ds
kl

ssrststH
4

)()(),(),(
2

1 rfa

prej nga
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)(),()(),()(),()
4

)()(),()()(,( 111
2

1 TwTtHTwTtHTwTtHds
kl

ssrstsFstH
t

T

++++ £££-ò aaaa rf   (8.19)

P[r 00 tTTt ³³³   dhe  (8.19) , kemi

£-ò + ds
kl

ssrstsFstH
t

t

)
4

)()(),()()(,(
2

1

0

rfa +- òò + ds
kl

ssrstdssFstH
T

t

T

t

)
4

)()(),()()(,(
2

1
0

0

0

0

rfa

£-+ ò + ds
kl

ssrstsFstH
t

T

)
4

)()(),()()(,(
2

1

0

rfa £+ ++ò )(),()()(,( 00
11

0

0

TwttHdssFstH
T

t

aa

=+ ++ ò )(),()((),( 00
1

0
1

0

0

TwttHdssFttH
T

t

aa ))()(()(,( 00
1

0

0

TwdssFttH
T

t

+ò+a

prej nga

£-ò +
+

ds
kl

ssrstsFstH
ttH

t

t

)
4

)()(),()()(,(
),(

1 2
1

0
1

0

rfa
a

¥<+ò )()(( 0

0

0

TwdssF
T

t

ò £-+
+¥®

t

t
t

ds
kl

ssrstsFstH
stH

0

)
4

)()(),()()(,(
),(

1suplim
2

1
1

rfa
a ¥<+ò )()(( 0

0

0

TwdssF
T

t

q[ [sht[ n[ kund[rshtim me kushtin e dh[n[ n[  (8.15) . Rrjedhimisht kemi v[rtetim t[

t[r[sish[m t[ teorem[s.

Teorema 3. mund t[ formulohet edhe n[ form[ tjet[r si n[ vijim:

Rrjedhim 8.2 [64]. : N[ kushtet e teorem[s 3 , n[se

ò ¥=-+
+¥®

t

t
t

ds
kl

ssrstsFstH
stH

0

)
4

)()(),()()(,(
),(

1suplim
2

1
1

rfa
a

z[vend[sohet me

ò ¥=+
+¥®

t

t
t

dssFstH
ttH

0

)(),(
),(

1suplim 1

0
1

a
a (8.20)

dhe plot[sohet



74

ò ¥<+
+¥®

t

t
t

ds
kl

ssrststH
ttH

0
4

)()(),(),(
),(

1suplim
2

1

0
1

rfa
a (8.21)

at[her[ ekuacioni  (8.1) [sht[ oshilues.

V[rtetim : Me nj[ kalkulim t[ thjesht[ mund t[ v[rehet se  ekuacioni (8.15) nga teorema

3. [sht[ rrjedhim i  kushteve (8.20) dhe (8.21) . Rrjedhimisht ekuacioni  (8.1) [sht[

oshilues.

Shembull 8.1[64]: Konsiderojm[ ekuacionin diferencial

0))
2

()
2

((
cos1
2)('cos)('' 3

2 =+
+

+-
txtx

t
ttxtx , 0>t (8.22)

P[r 1)( =tr , ttp cos)( -= ,
2

)( ttg =  dhe 3)( xxxf += , kxxf =³+= 131)(' 2 ,

 nga rrjedhimi  1,  konkludojm[ se ekuacioni (8.22) [sht[ oshilues.

Autori n[ [43] ka prezentuar nj[ kriter  t[ r[nd[sish[m p[r ekuacionin diferencial

jolinear[ t[ rendit t[ dyt[ me kufiz[ q[   shuhet t[ form[s

0))(()()(')())'(')()(( =++ txftqtxtptxtta y (8.23)

ku )),,([ 0 +Â¥Î tCa , qp, )),,([ 0 Â¥Î tC , ),( +ÂÎ RCy   dhe )),,([ 0
1 Â¥Î tCf , n[n

supozimin se 0)( >xxf , p[r 0¹x ,  p[r ÂÎx  t[ vlej kxf ³)('   dhe 1)( cxc ££y , ku

ck,   dhe 1c  jan[ numra pozitiv[.

Teorema 8.4 [43] : Le t[ jen[ dh[n[ kushtet kxf ³)('  dhe 1)( cxc ££y  , si dhe

bashk[sia }/),{( 0tststD ³³= . Le t[ marrim  funksionin ),( ÂÎ DH  q[ plot[son

kushtet

i) 0),( =ttH , p[r 0tt ³ , 0),( >stH ,  p[r 0tst ³> .

ii) H   ka derivate parciale ( t[ pjesshme ) jopozitive n[ D  n[ respekt t[ ndryshores

s[ dyt[.
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N[se  ekziston ),( ÂÎ DCh  dhe funksioni i diferencuesh[m

),0(),[: 0 ¥®¥tr , ashtu q[

),(),(),( stHsth
s

stH
=

¶
¶

- ,  p[r ]do Dst Î),(

dhe

¥=-
¥®

)),(
4
1),((suplim 00 ttY
kc

ttX
t

, ku (8.24)

ò=
t

t

dssQstH
ttH

ttX
0

)(),(
),(

1),(
0

0

)(
)()11(

4
1)()(

2

1 ta
tp

cck
tqsQ --= , 1³t

ò +-=
t

t

dssthcstH
s
sc

sa
spssa

ttH
ttY

0

2
1

1

0
0 )},(),()

)(
)('

)(
)(){(()(

),(
1),(

r
r

r ,

at[her[ ekuacioni (8.23) [sht[ oshilues.

Po e japim v[rtetimin n[ disa hapa, shkurtimisht.

V[rtetim : Supozohet e kund[rta , se ekuacioni (8.23) ka zgjidhje jooshiluese .Si

zakonisht , pa  humbur n[ p[rgjith[sim , marrim 0)( >tx , p[r 0Tt ³ ,  ku 00 tT ³ .

V[rtetimi p[r rastin kur 0)( <tx   b[het n[ m[nyr[ t[ ngjashme.

P[rkufizohet funksioni

))((
)('))(()()()(

txf
txtxtattW yr= , 0Tt ³ . (8.25)

Diferencojm[ ekuacionin (25) dhe p[rdorim kushtet e teorem[s , marrim

)]()()(
)()(

[1)()()(' 2

1

tWtrtW
tta

k
c

tQttW +--£
r

r , (8.26)

ku
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)(
)('

)(
)()( 1

t
tc

ta
tptr

r
r

-= .

N[se ekuacionin (8.26) e shum[zojm[ me ),( stH , integrojm[ prej t  deri T  , ku

0TTt ³³ , dhe p[rdorim kushtet i) dhe (ii , kemi

-£ò
t

T

TWTtHdssQsstH )(),()()(),( r

{ } =ú
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ù
ê
ë

é
++- ò dssWstHsrstHsthcsW
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),(1
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1 r
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T
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2

1
1

),(),()(
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)()( r (8.27)
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{ }ò ú
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ê
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é
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t
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TtHc
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1),( r
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Tani , inekuacioni  (8.27) implikon

)(),()(),(),(
4

1),(),( 00000
1

00 TWttHTWTtHTtY
kc

TtXTtH ££ú
û

ù
ê
ë

é
- . (8.28)

N[ mb[shtetje t[ (8.27) dhe (8.28) mund t[ shkruajm[

{ } +ú
û

ù
ê
ë

é
+-=ú

û

ù
ê
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é
- ò dssthcstHsr
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ssasQsstHTtY
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p[r 0Tt ³ ,  prej nga p[rfundimisht marrim
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1),([suplim 0
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0 ttY
kc

ttX
t

ò +
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)(),()()( 00

T

t

TWttHdssQsr .
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Meq[ inekuacioni i fundit [sht[ kontradiktor[ me ekuacionin (8.24) t[ teorem[s ,

konkludojm[ se ekuacioni (8.23) [sht[ oshilues . Teorema u v[rtetua t[r[sisht.

Duke shkuar m[ tej n[ k[t[ drejtim Autori n[ [46] p[r ekuacionin m[ t[  p[rgjith[suar

diferencial jolinear[ me vonesa  t[ trajt[s

0))((()())((')())'(')( =++ tgxftqtxtptxta s , 0tt ³ . (8.29)

prezenton k[t[:

Teorema 8.5 [46] : Le t[ jen[ )),,([,,,, 0
+Â¥Î tCgqpa s . N[se ekziston funksioni

)),,([ 0
1 +Â¥Î tCr , ashtu q[

tt <)(s   dhe 0)(' >ts ,  p[r 0tt ³ , (8.30)

0)(' >tr   dhe 0
)('

)()(
,

£÷÷
ø

ö
çç
è

æ
t

tpt
s

r , 0tt ³ (8.31)

¥=ò
¥

0

)()(
t

dssqsr (8.32)

ò >
¥®

t

t
t e

ds
sa

sp

)(

1
))((

)(inflim
s s

(8.33)

dhe

ò ò
¥

¥=
0 0

)()(
)()(

1

t

t

t

dudsuqu
ssa

r
r

(8.34)

at[her[ ]do zgjidhje e ekuacionit (8.29) [sht[ oshiluese ose ¥®)(tx ,  kur ¥®t .

Poashtu duke p[rdorur krahas kushteve t[ cituara m[ sip[r edhe kushtin tt <)(s , n[ [26]

autori p[r rastet me ose pa vonesa v[rteton k[t[ teorem[:

Teorema 8.6 [26] : Le t[ vlej[

),),,([,,,, 0
+Â¥Î tCgqpa s 0)(' >tg , 0)(' >ts , 0)( >ta , 0)( >tq (8.35)

),,( ÂÂÎCf 0)( >uuf ,  p[r 0¹u (8.36)
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k
u
uf

³
)( , p[r ndonj[ num[r pozitiv k (8.37)

dhe

tttg ££ )()( s .

Poashtu  q[ndron )),,([ 0
1 +Â¥Î tCr , dhe relacionet   (8.31), (8.32), (8.34). N[se

ò ¥=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

¥®

t

tt
ds

sgsk
sgassqs

0
)(')(4
))(())('()()(suplim

2

r
r

r (8.38)

at[her[ ]do zgjidhje e ekuacionit  (8.29) [sht[ oshiluese ose ¥®)(tx ,  kur ¥®t .

P[r ekuacionin (8.29) autori n[ [26] duke p[rdor kushtin e t[ mesmes integrale t[ tipit

Kamenev v[rteton k[t[ teorem[ :

Teorema 8.7 [26] :  Supozojm[ se vlejn[ t[ gjitha kushtet e teorem[s 3. p[r ve]  kushtit

(8.38) i cili z[vend[sohet me

ò ¥=--
¥®

t

t

n

t
ds

sgsk
sgassqsst

t
0

]
)(')(4
))(())('()()([)(1̀suplim

2

r
r

r (8.39)

at[her[ ]do zgjidhje e ekuacionit (8.29) [sht[ oshiluese ose ¥®)(tx ,  kur ¥®t .

N[ konceptin Phillo duke p[rdor t[ mesmen integrale , autori n[ [26]  p[r ekuacionin

(8.29) v[rteton :

Teorema 8.8[26] :  Le t[ vlejn[ kushtet  (8.35) - (8.37) dhe tttg ££ )()( s . Marrim

)),,([ 0
1 +Â¥Î tCr  q[ t[ vlejn[ (8.31), (8.32) dhe (8.34) . Le t[ gjenden   funksionet tani

m[ t[ njohura H  dhe h  si dhe n[n supozimin se vlen

ò ¥=-
¥®

t

tt
ds

skg
stQsgassqsstkH

ttH
0

]
)('4

),())(()()()(),([
),(

1̀suplim
2

0

r
r (8.40)

ku

),(
)(
)('),(),( stH

s
ssthstQ

r
r

-= (8.41)
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at[her[ ]do zgjidhje e ekuacionit (8.29) [sht[ oshiluese ose ¥®)(tx ,  kur ¥®t .

N[ vazhdim po paraqesim nj[ kriter tjet[r me kushtet e teorem[s 5  i cili kushtin (40) e

z[vend[son me disa n[n kushte si n[ :

Teorema 8.9.[26] : Supozojm[ se vlejn[  t[ gjitha kushtet e teorem[s 5. , p[rjashtuar

kushti (8.40). Tani , p[r

¥£
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é
<

¥®³ ),(
),(infliminf0

00 ttH
stH

tts
(8.42)

dhe

ò ¥<
¥®

t

tt
ds

sW
stQ

ttH
0

)(
),(

),(
1suplim

2

0

. (8.43)

Poashtu le t[ jet[ )),,([ 0 Â¥ÎÎ tCy ,  ashtu q[ p[r 0tt ³ ,

¥=ò +
¥®

dssWs
t

tt
)()(suplim

0

2y (8.44)

ku

}0),(max{)( tt yy =+

dhe

)(sup]
)(4
),()()(),([

),(
1̀suplim

0

2

0

tds
sW
stQsqsstkH

ttH

t

t tt
yrò
¥®¥®

³- (8.45)

at[her[ ]do zgjidhje e barazimit (8.29) [sht[ oshiluese ose ¥®)(tx ,  kur ¥®t .

N[  p[rmbajtjen e nj[jt[  t[ kushteve, me disa ndryshime m[ von[ [sht[ studiuar

ekuacioni  diferencial i ashtuquajtur me vonesa i form[s :

0))(())(()())'(')()()((( 1
=+-+

- tytytqtytptyta sst a   (8.46)
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ku nd[rtohen disa kritere t[ r[nd[sishme p[r oshilimin e zgjidhjeve t[ tij t[ cilat kritere

jan[ p[rgjith[sime t[ atyre q[ i cek[m m[ her[t. Autori p[r k[t[ ekuacion p[rdor

sh[nimet

as )))((1)(()( tptqtQ -= ,

ò=
)(

22

2
1

1
)()()('

))((
)('
))((

)(
t

t

ds
sass

sa
t
taNtk

s

fs
s

sa
s ,

p[r ndonj[ konstant N1  dhe 01 tt ³

ku

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-= ò

t

dt xxff )(2exp)( ,

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-=

)(
)(1)()(

tk
tatt fb ,

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-+= )'()())()((

)(
1)()()( 2 ttatta
tk

tQtt fffy

dhe v[rteton k[t[  pohim :

Teorema 8.10 [46] : Supozohet se ekziston funksioni negativ )),,([ 0
1 ¥Î tCf  ashtu q[

0
)('

))(()('
,

£÷÷
ø

ö
çç
è

æ
t

tat
s

sf ,  p[r 0tt ³ (8.47)

dhe

ò >
¥®

t

tt
dssQs

0

0)()(suplim f (8.48)

ku ekzistojn[ funksionet Â®DhH :,  , ashtu q[

i) 0),( =ttH ,  p[r 0tt ³

ii) 0),( >stH ,  p[r 0tst ³>
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iii) H  ka derivate t[ pjessh[m jopozitiv[ n[ D sipas ndryshores s[  dyt[ .

Tani, n[n supozimin se ekziston funksioni )),0(),,([ 0
1 ¥¥Î tCv p[r 0tT ³ , ashtu q[

)(),(),(
)(
)(1)()(),(2)](),([ svstHsth

sk
sassvstHsvstH

s
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-+

¶
¶

- f ,

poashtu p[r T mjaft t[ madh ,

¥=-ò
¥®

t

Tt
dssthsksssvstH

TtH
]

4
),()()()()(),([

),(
1̀suplim

2f
y (8.49)

at[her[ ekuacioni (8.46) [sht[ oshilues p[r 1>a .

Poashtu p[r ekuacionin (8.24) v[rteton edhe k[t[ :

Teorema 8.11 [46] N[n supozimin se vlejn[ (8.47) , (8.48) dhe funksionet H, h q[  jan[

definuar si n[ teorem[n 7 dhe supozimin se vlen :

¥£
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é
<

¥®³ ),(
),(infliminf0

00 ttH
stH

tts
. (8.50)

N[se ekziston funksioni )),,([ 0
1 Â¥Î tCj , ashtu q[

¥<ò
¥®

t

Tt
dssthsks

TtH
),()()(

),(
1̀suplim 2f , (8.51)

)(]
4

),()()()()(),([
),(

1̀suplim
2

TdssthsksssvstH
TtH

t

Tt
j

f
y ³-ò

¥®
(8.52)

ò ¥=+

¥®

t

Tt
ds

skssv
s

TtH )()()(
)(

),(
1suplim

2

f
j (8.53)

ku

}0),(max{)( ss jj =+ ,

at[her[ ekuacioni  (8.46) [sht[ oshilues p[r ]do 1>a .
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N[ rrethana t[ ngjashme m[ von[ autori n[ [45]   p[r ekuacionin e form[s

0))'())(()())('()()))'('()()(( =++ xgtxftqtxktptxkttr y , 0tt ³  (8.54)

v[rteton  k[t[ :

Teorema 8.12 [45]: Supozojm[ se vlen :

0)( >tr   dhe 0)( >xxf , p[r ]do 0¹x ;

1)((0 ctxc ££< y ,  p[r ]do x ;

01 >g   dhe )()( 1
2 yykyk g£ ,  p[r ]do ÂÎy ;

0)( ³tq   dhe ))('(0 2 txgc £< ;

)(' xf  , ekziston , 0)(' 2 >³ gxf ,  p[r ]do 0¹x

dhe H , ashtu q[

 i) ,0),( =ttH 0),( >stH , p[r 0tt ³  n[ }/),{( 0tststD ³>=

ii) H  ka derivate t[ pjeshme t[ vazhdueshme n[ D n[ respekt t[ ndryshores s[ dyt[.

iii) Gjendet funksioni ),(),( ÂÎ DCsth , ashtu q[

),(),(),( stHsth
s

stH
=

¶
¶

- ,

Supozohet se

¥£
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é
<

¥®³ ),(
),(infliminf0

00 ttH
stH

tts
 (8.55)

N[se ekziston funksioni )),,([, 0
+Â¥Î tCR f   dhe )),,([ 0

1 +Â¥Î tCr  , ashtu q[

)),,([)( 0
1 Â¥Î tCrR  dhe

ò ¥<
¥®

t

tt
dssthsrs

ttH
0

),()()(
),(

1suplim 2
1

0

r (8.56)
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ò ¥<+

¥®

t

tt
ds

srs
s

ttH
0

)()(
)(

),(
1suplim

2

0 r
f  (8.57)

dhe p[r ndonj[ 0tT ³

)()],()()(
4

)(),([
),(

1̀suplim 2
1

2

11
1 TdssthsrscsQstH

TtH

t

Tt
fr

g
g

ò ³-
¥®

(8.58)

ku

}
)(
)()11(

4
)()()()(1)](')([)(){()(

2

12

12

11

2

1
21 tr

tp
cc

tRtr
c

tRtp
c

trtRtqcttQ --+--=
g
g

g
g

r ,

)
)(

)()(2
)(
)('(),(),(),(

111

2
1 src

spsR
cs

sstHsthsth -+-=
g
g

r
r

dhe

}0),(max{)( ss ff =+ ,

at[her[  ekuacioni diferencial (8.54) [sht[ oshilues.
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9. Kritere oshiluese p[r ekuacionin diferencial t[ turbulluar t[

rendit t[ dyt[

Objekt studimi n[ vitet e fundit n[ teorin[ e oshilacionit ka qen[ edhe barazimi

diferencial i rendit t[ dyt[ i form[s:

)',,(),()()())'(')(( xxtRxtQxftPtxta =++ (9.1)

ku koeficient[t jan[ funksione t[ vazhdueshme  dhe a(t)  pozitiv . Kreteret  n[ vazhdim

bazohen n[ rezultatet e cituara n[ [3],[4],[8]  dhe  [9] te t[ cil[t mungon an[tari p(t)f(x)

i barazimit (9.1). Ky barazim n[ literatur quhet diferencial i turbulluar i rendit t[ dyt[.

N[ k[t[ rast , marrim   kushtet:

Â®Â´¥®¥Â®Â ],[:,),[:,: 00 TQRTPf , Â®Â´Â´¥],[: 0TR

 funksione t[ vazhdueshme dhe

0)( >xxf ,   p[r 0¹x (9.2)

0)(' >³ kxf , p[r 0¹x (9.3)

)()(),(
)(
),(),(

)(
)',,( tptPtq

xf
xtQtr

xf
xxtR

³³£ ,  p[r 0¹x . (9.4)

Me kushtet e m[sip[rme p[r ekuacionin   (9.1) dhe duke u bazuar n[  razultatet e

paraqitura n[ [4]  [sht[  konstruktuar  kriter mbi zgjidhjet oshiluese t[ paraqitur me

teorem[n n[ vazhdim .

Teorema 9.1 [19]. Le t[ supozojm[ se vlejn[ kushtet   (9.2),(9.3),(9.4) dhe le t[ jet[ r

funksion  me derivat t[ vazhduesh[m n[ intervalin ),[ ¥T , ashtu q[ 0'³r  n[ ),[ 0 ¥T ,

at[her[ ekuacioni  (9.1)  [sht[ oshilues , n[se
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ò ¥=
¥®

t

T
t

ds
sas

0
)()(

1lim
r

(9.5)

ò ¥=
t

T

dssR
0

)( (9.6)

ku

)(4
)()(')]()()()[()(

2

tk
tattrtqtpttR

r
r

r --+= .

V[rtetim : Le t[ supozojm[ t[ kund[rt[n se x(t)  [sht[ zgjidhje jooshiluese n[ intervalin

),[ ¥T , 0TT ³   e ekuacionit diferencial  (9.1). Pa m[njanuar nga kuptimi i p[rgjithsh[m ,

mund t[ supozohet se vlen 0)( ¹tx . Le t[ supozojm[ se )(tx  [sht[ zgjidhje pozitive n[

intervalin ),[ ¥T ( rasti 0)( <tx  mund t[ trajtohet n[ m[nyr[ t[ ngjashme).

At[her[ nga funksioni

))((
)(')()(

txf
txtatw = (9.7)

kemi

))((
)('))((')(

))((
))'(')(()(' 2

2

txf
txtxfta

txf
txtatw -=

duke p[rdor  (1), marrim

)(
)()()()()('

2

ta
tkwtptqtrtw ---£ (9.8)

n[se  e shum[zojm[   (9.8) me )(tr , dhe integrojm[ prej T  deri t , kemi

ds
sa

skwsdsspsqsrsdssws
t

T

t

T

t

T
)(

)()()]()()()[()(')(
2

òòò ---£ rrr  ,

duke p[rdorur   (9.3)  , kemi
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ds
sa
skwsdsswsdssrspsqsCtwt

t

T

t

T

t

T
T )(

)()()()(')]()()()[()()(
2

òòò -+-+-£ rrrr

ku

)()( TwTCT r=  ,

dhe jobarazimi  i m[sip[rm merr form[n

ds
sk

sasdssW
sa
skdssrspsqsCsws

t

T

t

T

t

T
T )(4

)()(')(
)(
)()]()()()[()()(

2
2

r
rrrr òòò +--+-£ ,

ku

)(2
)()(')()( 2

tk
tattwtW

r
r

-=  .

Tani

ds
sk

sassrspsqsCsws
t

T
T ]

)(4
)()('))()()()(([)()(

2

r
rrr --+-£ ò

ò-£
t

T
T dssRCsws )()()(r ,

dhe n[se p[rdorim kushtin   (9.6)  n[ relacionin e fundit , marrim se limiti i )()( swsr

ku ¥®t  , [sht[

-¥==
¥®¥® )(

)(')()(lim)()(lim
xf

txtattwt
tt

rr  ,

prej nga marrim se 1T$   p[r 1Tt ³   ,  t[  kemi 0)(' <tx .

Gjithashtu nga   (9.6)

¥=-+ò
¥

dssrspsqs
T

))()()()(([r

dhe ekzistenca e 12 TT ³ , ashtu q[

0))()()()(([
2

1

=-+ò dssrspsqs
T

T

r



87

 dhe

0))()()()(([
2

³-+ò dssrspsqs
t

T

r , p[r 2Tt ³ .

N[ an[n tjet[r  , n[se  (9.1) shum[zohet me )(tr  dhe integrojm[ me pjes[ , kemi

ò ò -+-+£
t

T

t

T
T dssrspsqsxfdssxsasCtxtat

2 2

2
))()()()(()()(')()(')(')()( rrr

ò +-+-£
t

T
T dssrspsqstxfCtxtat

2

2
))()()()(())(()(')()( rr

+ ò ò -+
t

T

s

T

dssrspsqssxfsx
2 2

))()()()(())((')(' r

duke konsideruar shenj[n  e )(' tx , p[r 21 TTt ³> , fitojm[

2
)(')()( TCtxtat £r p[r 1Tt ³ . (9.9)

Gjithashtu nga

0)(',0)(,0)( <>> txtatr

implikon

0)(')()( 2222
<= TxTaTCT r   .

Tani nga (9.9), fitojm[

ò£
t

T
T ds

sas
Ctx

2

2 )()(
1)(

r
 , (9.10)

 si dhe nga (9.5) dhe 0
2
<TC , mund t[ konkludojm[ se -¥®)(tx  , kur ¥®t  , q[

[sht[ n[ kund[rshtim  me supozimin ton[ , kjo tregon se pohimi i teorem[s [sht[ i

v[rtet[.

N[ vazhdim paraqesim  ekuacionin diferencial i cili plot[son kushtet e teorem[s .

Shembull 9.1 : Konsiderojm[ ekuacionin diferencial t[ rendit t[ dyt[
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5
'cos1sin])cos3(

2

1[))'(')(( 2

3

33 +
+=++++

x
xx

t
t

x
xxtet

t
txtxta x

ku, p[r

ttaxxf log)(,)( ==   , tt =)(r   dhe
2
p

³t

n[se zgjedhim

)(
2

)( tpttP =³ , )()cos3(
2

1
)(
),(

3
tqt

txf
xtQ

=+³ ,  dhe )(1sin1
)(

)',,(
3 tr

t
t

txf
xxtR

=+£ ,

at[her[ p[r ]do
20
p

=³ Tt ,

kemi

=---++=ò ò
--

ds
s

s
s

ssssssdssR
t

T

t

T

]log
4
11sin)cos3(

2
1

2
[)( 23

2
1

2
3

0 0

=---++ òòò ò
-

t

T

t

T

t

T

t

T s
sds

s
dsssssdss

000 0

log1]sin)cos3(
2
1[

2 2
2
1

2
12

ttt
t

ssddsst

T

t

T

22
1

2
1

222
12

log
8
12)

2
(2)

2
(log

8
1)(log

8
121)cos3((

2
0 0

---³+--+++ò ò p
pp

p
.

Ku  v[rejm[ se  vlen

¥=ò
t

T

dssR
0

)(

dhe

ò ò ¥==
¥

¥®

t

T T
t

ds
ss

ds
sas

0 0
log
1

)()(
1lim

r

d.m.th. plot[sohen kushtet e teorem[s 1. , rrjedhimisht ekuacioni diferencial n[ fjal[ [sht[

oshilues.

Duke i p[rdor  funksionet pozitive t[ Philos mund t[ v[rtetohet edhe  ky pohim.
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Teorema 9.2[19] : Supozohet se  vlejn[ kushtet  (9.2),(9.3), (9.4)   dhe  p[r 0tT ³ , n[se

ekziston ),(),,[),( 0 bactba Î¥Ì  dhe funksioni pozitiv )),,([ 0
1 RtC ¥Îr   ashtu q[

( ) dssbHssbh
k

ssa
cbH

b

c

2
2 )),()(',(

4
)()(

),(
1 rr

-ò ( ) dasHsash
k

ssa
acH

b

c

2
1 )),()(',(

4
)()(

),(
1 rr

++ ò

ò --
b

c

dssbHspsqsrs
cbH

),()]()()()[(
),(

1 r 0),()]()()()[(
),(

1
<--+ ò

b

c

dsasHspsqsrs
acH

r   (9.11)

at[her[, ]do zgjidhje e ekuacionit  (9.1) [sht[ oshiluese .

V[rtetim : Supozojm[ t[ kund[rt[n , se  x(t)  [sht[ zgjidhje jooshiluese e barazimit (9.1),

rrjedhimisht,  marrim 0)( ¹tx    n[ intervalin ),[ 0 ¥Î tt .

Perkufizojm[

)(
)(')()()(

xf
txtattw r

=

 dhe kushtet   (9.2),(9.3),(9.4), kemi

)()(
)()]()()()[()()(')('

2

tta
tkwtptqtrttwttw

r
rr ---+£ . (9.12)

N[se ekuacioni  (9.12) shum[zohet me funksioni jonegativ ),( stH , fitojm[

),(
)()(

)(),()]()()()[()()('),()('),(
2

stH
tta

tkwstHtptqtrttwtstHtwstH
r

rr ---+£

si dhe n[se integrojm[ prej c  deri n[ t  , ku ),[ bctÎ   , marrim

---+£ òòò dsstHspsqsrsdsswsstHdsswstH
t

c

t

c

t

c

),()]()()([)()()('),()('),( rr

dsstH
ssa

swk
t

c

),(
)()(

)(2

rò-
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---+£
¶

¶
- òòò dsstHspsqsrsdsswsstHds

s
stHswstHsw

t

c

t

c

t

c

t
c ),()]()()([)()()('),(),()(),()( rr

dsstH
ssa

swk
t

c

),(
)()(

)(2

rò- ,

£+- ò dsstHsthswctHcw
t

c

),(),()(),()( 2

---+£ òò dsstHspsqsrsdsswsstH
t

c

t

c

),()]()()([)()()('),( rr dsstH
ssa

swk
t

c

),(
)()(

)(2

rò ,

£- ),()( ctHcw +- ò dsstHsthsw
t

c

),(),()( 2

---++ òò dsstHspsqsrsdsswsstH
t

c

t

c

),()]()()([)()()('),( rr dsstH
ssa

swk
t

c

),(
)()(

)(2

rò ,

£- ),()( ctHcw +-+- ò dsswsstHstHsth
stkH
ssasw

ssa
stHk

t

c

)]())('),(),(),((
),(
)()()([

)()(
),(

2
2 rr

r

dsstHspsqsrs
t

c

),()]()()([)( --+ ò r ,

£- ),()( ctHcw +-+- ò dssstHstHsth
stkH
ssasw

ssa
stHk

t

c

2
2 ))]('),(),(),((

),(2
)()()([

)()(
),( rr

r

+-+ ò dssstHstHsth
stkH

ssa
t

c

2
2 ))]('),(),(),([(

),(4
)()( rr

dsstHspsqsrs
t

c

),()]()()([)( --ò r ,

£- ),()( ctHcw +-ò dssstHstHsth
stkH

ssa
t

c

2
2 ))]('),(),(),([(

),(4
)()( rr

dsstHspsqsrs
t

c

),()]()()([)( --+ ò r .

N[se pjes[tohet  me   H(t,s)  dhe p[r -® bt , fitojm[

),(
1)(

cbH
cw £- +-ò 2

2 ))]('),(),([(
4

)()({ ssbHsbh
k
ssa

b

c

rr dssbHspsqsrs )},()]()()()[( --r ,   (9.13)
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N[ an[n tjet[r , n[se  e shum[zohet  (9.12)  me  funksionin pozitiv  H(s,t)  dhe integrohet

prej t   deri c , ku ],( ctsÎ , marrim

---+£ òòò dstsHspsqsrsdsswstsHdsswtsH
c

t

c

t

c

t

),()]()()([)()()('),()('),( rr

dstsH
ssa

swk
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)()(

)(2

rò- ,

£- ò dstsHtshswtsHsw
c

t

c
t ),(),()(),()( 1

---+ òò dstsHspsqsrsdsswstsH
c

t

c

t

),()]()()([)()()('),( rr dstsH
ssa

swk
c

t

),(
)()(

)(2

rò

£),()( tcHcw

-- ò )([
)()(

),( 2 sw
ssa

ktsH
c

t r
dsswtsHtshstsH

tskH
ssa )]()),(),()('),((
),(2
)()(2 1+rr

dstsHspsqsrs
c

t

),()]()()([)( --+ ò r ,

£),()( tcHcw

-- ò )([
)()(

),( sw
ssa

ktsH
c

t r
dstsHtshstsH

tskH
ssa 2

1 )]),(),()('),((
),(2
)()(

+rr

ò+
c

t

dstsHtshstsH
tskH
ssa 2

1 )]),(),()('),([(
),(4
)()(

+rr dstsHspsqsrs
c

t

),()]()()([)( --+ ò r ,

£),()( tcHcw dstshstsH
k

ssac

t

2
1 )],()('),([

4
)()(

+ò rr

dstsHspsqsrs
c

t

),()]()()([)( --+ ò r .

N[se ekuacionin e fundit e pjes[tojm[ me   H(c,t)  dhe p[r +® at  , kemi
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£)(cw 2
1 )),()('),((

4
)()([

),(
1 ashsasH

k
ssa

acH

c

a

+ò rr dsasHspsqsrs )],())()()()(( --+ r .  (9.14)

N[se mblidhen an[ p[r an[   (9.13)  dhe  (9.14) , fitohet

),(
1

cbH
+-ò 2

2 ))]('),(),([(
4

)()([ ssbHsbh
k
ssa

b

c

rr dssbHspsqsrs )],()]()()()[( --r +

2
1 )),()('),((

4
)()([

),(
1 ashsasH

k
ssa

acH

c

a

+ò rr 0)],())()()()(( ³--+ dsasHspsqsrsr

inekuacioni i fundit [sht[ n[ kund[rshtim me kushtin  (9.11) , prandaj konkludojm[ se

]do zgjidhje e ekuacionit (9.1)  [sht[ oshiluese. Kjo v[rteton edhe teorem[n.

N[se konkretisht  marrim funksionin

nststH )(),( -= , )1( >n , 0tst ³>

prej nga

n
n

ststn
t

H )()(
1

2 --=
¶
¶ -

, n
n

ststn
s
H )()(

1
2 ---=

¶
¶ -

,

at[her[ vlen :

 Rrjedhim 9.1 [19]. :Le t[ supozohet se vlejn[ kushtet   (9.2),(9.3),(9.4)  , at[her[ ]do

zgjidhje e ekuacionit (9.1) [sht[ oshiluese , n[se ekziston funksioni )),,([ 0
1 RtC ¥Îr  p[r

0ta ³  dhe p[r )1( >n , jan[ t[ v[rteta inekuacionet

0)]()()(())('(
4

)()[()(1suplim 2 >--+
-

+-ò¥®
dssqspsr

as
ns

k
sasas

c

c

a

n
nc

rr (9.15)

dhe

0)]()()(())('(
4

)()[()(1suplim 2 >--+
-

+-ò¥®
dssqspsr

sc
ns

k
sassc

c

c

a

n
nc

rr (9.16)
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Me t[ v[rtet mund t[ v[rehet se jobarazimet (9.15) dhe (9.16) n[ kushtet e funksionit

H(t,s) implikojn[ ekuacionin (9.11) t[ teorem[s prej nga [sht[ i qart[ konkluzioni i

rrjedhimit n[ fjal[.

Teorema 9.3[19].Supozojm[ se kushtet   (9.2),(9.3),(9.4)  q[ndrojn[ p[r 0tT > , ku

)),0(),,([)( 0
1 ¥¥Î$ tCtr , ashtu q[ p[r ndonj[ ],[ baCuÎ , ku ],[' 2 baLu Î  , dhe

0)()( == buau , n[se

0}))('
)(
)('()()]()()()[(){( 22 >---+ò dss

su
su

k
sasrsqspssu

b

a

rr , (9.17)

at[her[ ekuacioni  (9.1)  [sht[ oshilues.

V[rtetim : Supozojm[ t[ kund[rt[n . Rrjedhimisht  marrim  q[ x(t)   [sht[ zgjidhje

jooshiluese  e ekuacionit (9.1)  , themi 0)( ¹tx  n[ ),[ 0 ¥t   p[r ndonj[ 00 tT >  .

Prej funksionit

))((
)(')()()(

txf
txtattw r=  ,

n[n kushtet   (9.3) dhe  (9.4) , kemi

)(
)())()()()(()()(')('

2

ta
tkwtptqtrttwttw ---+£ rr

t[ cilin n[se e shum[zojm[ me 0)(2 >tu   , dhe integrohet  prej a deri n[ b , fitojm[

ò ò +£-
b

a

b

a

dssswsudssususw )(')()()(')()(2 2 r

ds
sa

skwsudsspsqsrssu
b

a

b

a
òò ---+

)(
)()()]()()()[()(

2
22 r ,

£+-+- òò dss
su
su

k
susadss

k
sa

suk
susasw

sa
sku b

a

b

a

2
2

2
2

))('
)(
)('()()())](')(

)((
)(')(()([

)(
)( rr

ò --
b

a

dsspsqsrssu ))()()()(()(2 r
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ku 0)(,0 >> sak  , p[r 0ts > , dhe

ò -+
b

a

dssrsqspssu ))()()()(()(2 r £+- ò dss
su
su

k
susab

a

2
2

))('
)(
)('()()( r 0

q[ [sht[ n[ kund[rshtim me kushtin  (9.17) t[ teorem[s 3. , rrjedhimisht ]do zgjidhje e

ekuacionit (9.1) [sht[ oshiluese .
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10. Vazhdueshm[ria dhe kufizueshm[ria e zgjidhjeve oshiluese te

ekuacionet diferenciale t[ rendit t[ dyt[

N[ fund p[r ekuacionin e p[rgjithsh[m diferencial t[ rendit t[ dyt[ do t[ prezentohen disa

pohime t[ cilat garantojn[ vazhdueshm[rin[ , gjegj[sisht kufizueshm[rin[ e zgjidhjeve .

Konsiderojm[ ekuacionin e p[rgjithsh[m diferencial t[ rendit t[ dyt[

))('),(,())('())(()())('),(,())'(')(( txtxtetxgtxftqtxtxthtxta =++ (10.1)

ku ),(,),),,([)(),( 0 RRCgfRtCtqta Î¥Î +    dhe ),),([, 2
0 RxRtCeh ¥Î  dhe 0)( >yg

p[r ]do RyÎ . Ekuacionin (10.1) e paraqesim n[ form[ sistemi

ïî

ï
í
ì

+---=

=

),,()()()(),,()('[
)(

1'

'

yxteygxftqyxthyta
ta

y

yx
(10.2)

Sh[nojm[ }),(max{)( otptp =+  dhe }),(max{)( otptp -=-  prej nga

)()()( tptptp -+ -= .

P[rkufizojm[ funksionet

ò ò==
x y

sg
sdsyGdssfxF

0 0 )(
)(,)()(

dhe supozojm[ se ekziston funksioni )),,([)( 0 RtCtr ¥Î  ashtu q[

)(),,( tryxte £ (10.3)

0),,( ³yxtyh (10.4)
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dhe konstantat jonegative m  dhe n  ashtu q[

)(
)(

ynGm
yg

y
+£ (10.5)

)(
)(

2

yMG
yg

y
£ ,  p[r ky ³ . (10.6)

shum[ autor[  zgjidhjet oshiluese i studiojn[ n[ intervalin ¥,(a ) prandaj n[ k[t[ drejtim

vlen :

Teorema 10.1 [8]. N[se kushtet   (10.3),(10.4),(10.5) vlejn[ dhe )(,0)(' xFta ³  i

kufizuar nga posht[ dhe ¥®)(yG  kur ¥®y ,  at[her[ t[ gjitha zgjidhjet e ekuacionit

(10.1) jan[ p[rkufizuar p[r 0tt ³ .

Vertetimi . Supozojm[ se ))(),(( tytx  [sht[ zgjidhje e sistemit (10.2) me num[r t[ fund[m

k[putjesh   d.m.th. gjendet 0tT ³  ashtu q[ ¥=+
-®

])()([lim tytx
Tt

. P[r derisa )(xF  [sht[ i

kufizuar nga posht[ , KxF -³)(  p[r ndonj[ konstant[ 0>K .

P[rkufizojm[

])([
)(

1)(
)(

1),,( KxF
ta

yG
tq

tyxV ++= ,

at[her[

]0)([
)(

1])([
)(
)(')(

)(
1)(

)(
)('),,( '

2
'

2
' +++-+-= xF

ta
KxF

ta
tayG

tq
yG

tq
tqtyxV ttt

dt
dx

dx
xFd

ta
KxF

ta
ta

dt
dy

dy
yGd

tq
yG

tq
tqtyxVt

))((
)(

1])([
)(
)(')((

)(
1)(

)(
)('),,( 22

' ++-+-=

yxf
ta

KxF
ta
tay

yg
y

tq
yG

tq
tqtyxVt )(

)(
1])([

)(
)(''

)()(
1)(

)(
)('),,( 22

' ++-+-=

n[se z[vend[sojm[ y’ nga sistemi , fitojm[
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)
)(

)(,,(
)()(

1
)()()(

)(')(
)(
)('),,(' 2 yg

yyxth
tqtaygtqta

tayG
tq
tqtyxV ---= +

])([
)(
)(')

)(
)(,,(

)()(
1

2 KxF
ta
ta

yg
yyxte

tqta
+-+ £

)()()(
)()(

)(
)]('[

2 yg
y

tqta
tryG

tq
tq

+£
-

)(
)()(

)(
)()(

)()(
)(

)]('[),,(' 2 yG
tqta

trn
tqta

trmyG
tq

tqtyxV ++£
-

.

Integrohet  n[ t[ dy an[t  prej 0t  deri n[ t  ,si dhe  marrim parasysh se
)()(

)(
tqta

tr  [sht[ i

kufizuar n[ ],[ 0 Tt ,  konkludojm[ se p[r ],[ 0 TttÎ , fitohet

dssyG
sqsa

srn
sq
sqKtVtyG

tq

t

t

))(()
)(

1](
)(
)(

)(
)]('[[)())((

)(
1

0

1 ++££ ò
-

p[r ndonj[ konstatnt[ K1>0 . Tani nga inekuacioni i Gronwall’s-it [8] , marrim

£+£ ò
-

))
)(

1](
)(
)(

)(
)]('[[exp())((

)(
1

0

1 ds
sqsa

srn
sq
sqKtyG

tq

t

t

¥<£+£ ò
-

21 ))
)(

1](
)(
)(

)(
)]('[[exp(

0

Kds
sqsa

srn
sq
sqK

T

t

ku K2 [sht[ konstant[. Nga inekuacioni  i fundit kemi ))(( tyG  i kufizuar n[ ],[ 0 Tt ,

rrjedhimisht )(')( txty =  [sht[ i kufizuar n[ ],[ 0 Tt . P[rfundimisht duke p[rdorur

integrimin, tregohet se edhe x(t)  [sht[ i kufizuar n[ ],[ 0 Tt ,  q[ [sht[ n[ kund[rshtim me

supozimin se (x(t),y(t)) [sht[ zgjidhje e sistemit  (10.2) me num[r t[ fund[m k[putjesh  .

Rrjedhim 10.1[8].N[se 0),,( ºyxte  n[ teorem[n  (10.1) , at[her[ kushti  (10.3) bie

posht[.

P[r funksioni )(yf   supozohet se plot[son

¥®)(xf ,  kur ¥®x (10.7)
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Kurse sa i p[rket  kufizueshm[ris[ s[ zgjidhjeve t[ ekuacionit (10.1)  vlen:

Teorema 10.2[8]: Supozojm[ se vlen (10.5), dhe (10.6) dhe p[r n>0,

0)(' ³ta  dhe 2)( ata £ , 2a   [sht[ konstant[ , 0tt ³ (10.8)

dhe

)(
)(')(1),,(

tq
tqta

n
yxte £ .

N[se

¥®)(xF ,  kur ¥®x , (10.9)

at[her[ t[ gjitha zgjidhjet e ekuacionit (10.1) jan[ t[ kufizuara.

V[rtetim: Meq[ ¥®)(xF ,  kur ¥®t , si dhe )(xF  , i kufizuar nga posht[ , themi ,

KxF -³)( ,  p[r ndonj[ konstant K .Tani ,nga

[ ] )()(
)(
)(),,( yGKxF

ta
tqtyxV ++= ,

kemi

)
)(

)(,,(
)(

1
)(
)('])([)('

yg
yyxte

tata
tqKxFtV ++£

)
)(

1])([
)(
)((

)(
)('

yg
y

n
KxF

ta
tq

tq
tq

++£ .

Integrojm[ jobarazimin e m[sip[rm prej 0t   deri n[ t dhe p[rdorim (10.5) , fitojm[

)(]))(([
)(
)(

))((
)(

tnVmKtxF
ta
tqn

tyg
ty

+£++

ò ++++£
t

t

ds
syg

sy
KsxF

sq
sqtnVm

0

)
))((

)(
]))(([

)(
)(')( 0 .

N[se p[rdorim jobarazimin e Gronwall’s-it , kemi
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ò =£++
t

t tq
tqKds

sq
sqKKtxF

ta
tqn

tyg
ty

0
)(
)()

)(
)('exp(]))(([

)(
)(

))((
)(

0
11 ,

ku 01 >K  , [sht[ konstant[. Tani

)(
)(

)(
))(()(

0

1

tq
tqK

ta
txFtnq

£ ,

)(
)((

0

21

tnq
aKtxF £

prej nga ))(( txF  , [sht[ i kufizuar p[r 0tt ³ .

P[rfundimisht , konkluzioni i teorem[s tani rrjedh nga  (10.9).

Teorema 10.3[8] . Supozojm[ sekushtet (10.3) , (10.5) dhe (10.7) , 2)( ata £ ,  ku 2a  ,

konstant[ dhe

[ ]
ò
¥ -

¥<
0

)(
)('

t

ds
sa
sa (10.10)

si dhe
)(
)(')(),,(

tMq
tqtayxte £ .

At[her[ t[ gjitha zgjidhjet e ekuacionit (10.1) jan[ t[ kufizuara.

V[rtetim : Kushti (10.6) implikon ekzistenc[n e konstant[s A >0 ,  ashtu q[

)(
)(

2

yMGA
yg

y
+£ ,  p[r  ]do y . Sh[nojm[ , n[se 1£y ,  at[her[

B
yg

y
£

)(
,  p[r ndonj[ konstant[ B  dhe n[se 1>y , at[her[

)()(

2

yg
y

yg
y

£   dhe

)()(

2

yg
yB

yg
y

+£ ,  p[r ]do y .

Nga kushti  (10.9) KxF -³)( ,  p[r ndonj[ konstant[ K >0 .
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 N[se 1³M , p[rkufizojm[  funksionin

BAyGKxF
ta
tqtyxV ++++= )(])([
)(
)(),,( .

Tani , meq[ 1³M , kemi

)
)(

])([
)(
)((

)(
)]([)

)(
1])([

)(
)((

)(
)(')('

2

yg
yKxF

ta
tq

ta
ta

yg
y

M
KxF

ta
tq

tq
tqtV +++++=

-

+++++£ ))((1])([
)(
)((

)(
)(' yGBA

M
KxF

ta
tq

tq
tq

))((])([
)(
)((

)(
)]([ yGMAKxF

ta
tq

ta
ta

+++
-

M
tq
tq
+£

)(
)('( ))((])([

)(
)()(

)(
)]([ yGMAKxF

ta
tq

ta
ta

+++
-

.

Integrohet V’(t)  nga 0t   deri n[ t , marrim

ò
-

++£
t

t

dssV
sa

sa
sq
sqtVtV

0

)()
)(

)]([
)(
)('()()( 0

prej nga

ò
-

+£
t

t

ds
sa

sa
sq
sqtVtV

0

)
)(

)]([
)(
)('(exp)()( 0

)(
)(

)(
)('exp)(

0
11

0
tq
tqKds

sq
sqKtV

t

t

=£ ò ,  ku K1 [sht[ konstant[.

Kufizueshm[ria e x(t) tani rrjedh ngjash[m si n[ teorem[n 3.

N[se 1<M , p[rkufizojm[

)(1)(])([
)(
)(),,( BA

M
yGKxF

ta
tqtyxV ++++= .

Tani meq[ 1<M , marrim
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+++++£ ))()(1])([
)(
)((

)(
)(')(' yGBA

M
KxF

ta
tq

tq
tqtV

))((])([
)(
)((

)(
)]([ yGMAKxF

ta
tq

ta
ta

+++
-

)()
)(

)]([
)(
)('( tV

ta
ta

tq
tq -

+£ .

Pjesa tjet[r e teorem[s n[ vazhdim [sht[ ngjash[m si n[ v[rtetimin e teorem[s 2.

Teorema 10.4[8] : Supozojm[ se vlejn[ kushtet (10.3), (10.4), (10.9) dhe (10.10),

¥<ò
¥ -

ds
sq
sq

t0
)(
)]('[ , `(10.11)

¥<ò
¥

ds
sq
sr

t0
)(
)( (10.12)

dhe se ekziston konstanta pozitive N  , ashtu q[

N
yg

y
£

)(

2

, (10.13)

at[her[ t[ gjitha zgjidhjet e ekuacionit (10.1) jan[ t[ kufizuara.

V[rtetimin e k[saj teoreme e  gjeni n[ [8] .

N[ vazhdim duke u mb[shtetur n[ teoremat e m[sip[rme paraqiten  kushte t[ caktuara

ashtu q[ zgjidhjet e ekuacionit n[ vazhdim t[ jen[ t[ kufizuara.

{sht[ fjala p[r ekuacionin e formes

0))(()())'('))((()(( =+ txftqtxtxgtr j (10.14)

ku

A1) 0)()),,([)( 0 >¥Î trtCtr ,  per 0tt ³ ,

A2) 0)(),()( >ÂÎ xxfCxf ,  per 0¹x ,

A3 ) )()( ÂÎCxg , Mxgm ££< )(0 ,  p[r ÂÎx ,
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A4 ) 0)(q)),,([)( 0 >¥Î ttCtq  per 0tt ³ .

vlen kjo:

Teorema 10.5[61]. Le te jet[ )),([)(),( 0
1 ¥Î tCtqtr   dhe 0))'()(( ³tqtr ,  p[r 0tt ³

dhe

ò
±¥

¥=dllglf )()( , (10.15)

at[her[ zgjidhja )(tx  e ekuacionit   (10.14)  ashtu q[ 011 ,0)( tttx ³=   p[r ndonj[

),[ 01 ¥Î tt   [sht[ e kufizuar.

V[rtetimi : Led t[ jet[ )(tx  zgjidhje e ]far[doshme e ekuacionit   ( 10.14)  ashtu q[

011 ,0)( tttx ³= .

Marrim

ò=
t

tx

dllglftF
)( 1

))(()()( j . (10.16)

N[se shum[zohet ekuacioni    (10.14)  me )('))((()( txtxgtr j ,  fitohet

0))(()()('))((()()()'))('))((()(((
2
1 2 =+ txftqtxtxgtqtrtxtxgtr jj

integrohet barazimi i fundit  prej t1  deri t , fitojm[

+- 2
111

2 ))('))((()((
2
1))('))((()((

2
1 txtxgtrtxtxgtr jj

ò =-+
t

t

dssxFsqsrtxFtqtr
1

0))(())'()(())(()()( (10.17)

Sh[nojm[

2
111 ))('))((()((

2
1 txtxgtrc j=

tani nga   (10.17)  rrjedh :



103

dssxFsqsrctxFtqtr
t

t

))(()')()(()(()()(
1

ò+£ dssxFsqsr
sqsr
sqsrc

t

t

))(()()(
)()(
))'()((

1

ò+=   (10.18)

q[ , nga inekuacioni i   Granwalls-it  , kemi

ò
×£

t

t

ds
sqsr
sqsr

ectxFtqtr 1
)()(
))'()((

)(()()( (10.19)

prej nga

)()(
))((

11 tqtr
ctxF £ , 001 >> tt (10.20)

pra, ))(( txF  [sht[ i kufizuar dhe nga (10.16), zgjidhja )(tx   [sht[ e kufizuar .
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11. Zbatim i  zgjidhjeve  oshiluese  t[  ekuacionit  diferencial t[

rendit t[ dyt[

Meq[ zbatimet e teoris s[ oshilacionit jan[ t[ shumta ne k[tu do t[ p[rq[ndrohemi

konkretisht n[ konstruktimin praktik ku zgjidhjet e ekuacionit diferencial paraqesin

l[vizje  oshiluese t[ trupit n[ kushtet e caktuara.

Shqyrtojm[  aplikimin q[ ka barazimi diferencial i rendit t[ dyt[   i form[s

0)))((()())'(')(( =+ tgxftptxtr (11.1)

n[  inxhinjeri. K[tu po demostrohet  vibrimi i telit t[ kompresuar .

Konsiderojm[ l[vizjen e nj[ objekti me mas[ m i p[rforcuar n[ fund t[ nj[ teli i cili

q[ndron vertikal (si n[ fig.1) ose horizontal n[ nj[ sip[rfaqe rr[shqit[se (si n[ fig.2)

fig.1 fig.2

     x

m     0

  m

    m

     x    0

pozita
ekuilibruese
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Marrim n[ zbatim ligjin e Hookut , i cili thot : n[se teli [sht[ i  zgjatur (ose i kompresuar)

x nj[si  nga gjat[sia naturale e tij, at[her[ ai kund[rvihet me forc[ e cila [sht[

proporcionale me gjat[sin[ x :

forca rezistuese kx-=

ku k  [sht[ konstant[ pozitive (quhet konstanta  e telit) . N[se p[rjashtojm[ forcat

rezistuese t[ jashtme (rezistenc[n e ajrit ose t[ f[rkimit ) , at[her[ nga ligji dyt[  i Njutnit

(forca baraz me prodhimin e mas[s dhe  nxitimit ), kemi

kx
dt
dxm -=2

2

,  ose 0)()('' =+ tx
m
ktx

i cili [sht[ nj[ rast special i barazimit (11.1)   p[r 0)( >=
m
ktp  dhe )())((( txtgxf = , ku

mund t[ v[rehet se n[ k[to kushte plot[sohen kriteret e cituara m[ sip[r p[r zgjidhjet

oshiluese .

Ky paraqet nj[ barazim diferencial linear t[ rendit t[ dyt[ . Barazimi i tij ndihm[s [sht[

02 =+ kmr ,  me rr[nj[t ir w±= ,  ku
m
k

=w .

Prandaj zgjidhja e p[rgjithshme [sht[

tctctx ww sincos)( 21 +=

e cila mund t[ shkruhet n[ form[n

)cos()( dw += tAtx

ku

m
k

=w (frekuenca)

2
2

2
1 ccA += (amplituda)

A
c1cos =d

A
c2sin -=d (d  [sht[ k[ndi fazor)
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fig.3

Zgjidhja matematikore :

tctctx ww sincos)( 21 +=

x(t) p[rb[het prej funksioneve  cosinus  dhe  sinus  t[ variablit t  (koha  ), pra kemi nj[

barazim oshilues , zgjidhjet e t[ cilit oshilojn[ pran[ boshtit x me amplitud[n e vibrimit

x(t).

P[r dallim nga rasti i m[sip[rm p[r barazimin e rendit t[ dyt[ me an[tar[ shuarje t[

form[s

0)))((()()(')())'(')(( =++ tgxftqtxtptxtr (11.2)

  t[ shqyrtuar n[ ngjarjen : teli i kompresuar n[ t[rheqje t[ nj[ mase duke llogaritur edhe

f[rkimin p[rgjat l[vizjes. M[ qart[ n[ l[vizjen e mas[s nga teli i kompresuar ndikon

f[rkimi i ajrit  ( ujit ) n[ l[vizjen e mas[s. Supozimi i zakonsh[m i forc[s s[ f[rkimit

[sht[ madh[si me kahje  t[ kund[rt  me kahjen e l[vizjes dhe [sht[ madh[si

proporcionale me shpejt[sin[. N[se nuk ka forc[ t[ jashtme , kjo mund t[ prezentohet me

ekuacionin diferencial t[ rendit t[ dyt[ :

k
mperiodaT p2==

 amplituda

t (time)

x(t)  (elongcioni)
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0''' =++ kuumu g (11.3)

(ku 'ug [sht[ madh[si e forc[s s[ f[rkimit )

me ekuacionin karakteristik

02 =++ krmr g

i cili ka rr[nj[t

m
km

r
2

42

2,1

-±-
=

gg
.

Nga barazimi i fundit ne kemi tre raste p[r zgjidhjen gjenerale t[ barazimit , por zgjidhje

oshiluese kemi n[ rastin kur

km42 <g

dhe zgjidhja e p[rgjithshme ka form[n
trtr BeAetu 21)( += .

P[r 24 ga -= km   , kemi zgjidhjen e p[rgjithshme e cila ka form[n

)cos(Re))sin()cos(()( 22 daaa
gg

-=+=
--

ttBtAetu
t

m
t

m

ku 22 BAR += , dhe )tan(
A
B

=d .

N[ ekuacionin  diferencial  (11.2), n[se  r(t)=m, p(t)=g , q(t)=k, g(t)=t  dhe   f(x)=x,  ,

kemi ekuacionin  (11.3) i cili [sht[ oshilues kur koeficient[t e tij plot[sojn[ kushtet e

teoremave t[ prezentuara n[ k[t[ punim.

Teoremat e cekura m[ lart mund t[ zbatohen edhe kur koeficienti i f[rkimit k  [sht[ i

ndryshuesh[m dhe jo homogjen gj[ q[ vlen edhe p[r koeficientin e telit g , rrjedhimisht

t[ ndryshojn[ sipas ndonj[ funksioni.
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